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Estudiamos la propagación y oscilación de neutrinos producidos en procesos beta en el inte-
rior de una estrella de neutrones constituida por neutrones, protones y electrones. Primero
obtenemos la ecuación de estado de la estrella tanto para el caso de nucleones no iteractuan-
tes, como para el caso de nucleones que interactúan v́ıa la interacción fuerte efectiva. Luego
resolvemos numéricamente las ecuaciones de estructura estelar de Tolman-Oppenheimer-
Volkoff para los dos casos y estimamos la masa y el radio de la estrella. Aśı obtenemos las
densidades numéricas de neutrones y protones como función de la distancia al centro de la
estrella. Posteriormente, calculamos la relación de dispersión de neutrinos a temperatura y
densidad finita en el marco del modelo estándar electrodébil, lo cual nos permite obtener los
potenciales efectivos de los neutrinos en el medio. Finalmente, usando los potenciales efecti-
vos obtenidos estudiamos las oscilaciones de neutrinos en el interior de la estrella usando el
formalismo estándar de oscilaciones entre dos sabores de neutrinos en un medio.
Palabras clave: Estrellas de neutrones, ecuación de estado, estructura estelar, poten-
cial efectivo, oscilaciones de neutrinos.
Abstract
We study the propagation and oscillation of neutrinos produced by beta process into a
neutron star constituted by neutrons, protons and electrons. First we obtain the state equa-
tion of the star both for the case of non-interactive nucleons and for the case of nucleons
interacting by mean of the effective strong interaction. After we solve numerically the ste-
llar structure equations of Tolman-Oppenheimer-Volkoff and we estimate the mass and the
radius of the star for the two cases. Thus we obtain the number density of neutrons and
protons as function of the distance to the centre of the star. Posteriorly we calculate the
neutrino dispersion relations at finite temperature and density in the context of the electro-
weak standard model and we obtain the neutrino effective potentials in the medium. Finally
we use the obtained effective potentials in the general formula of neutrino oscillations among
two flavors in a medium and we study the neutrino oscillations into the star.
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neran el potencial de CC (VCC) a través del intercambio del bosón W y el
potencial de CN (VCN) a través del intercambio del bosón Z. . . . . . . . . . 82
Lista de Figuras xv
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1. Introducción
La detección de neutrinos provenientes del Sol [6, 7] y de la supernova 1987A [8, 9, 10] se
puede considerar un punto de partida para el establecimiento de un nuevo campo de estudio
en la f́ısica, que es conocido hoy en d́ıa como astronomı́a de neutrinos. A través de la detección
de neutrinos astrof́ısicos es posible corroborar algunas propiedades fundamentales de estos
fermiones, caracterizados por ser dif́ıciles de detectar en los laboratorios terrestres. Una de
las colaboraciones experimentales sobre f́ısica de astro-neutrinos con mayor relevancia de
los últimos tiempos fue el experimento SNO (Sudbury Neutrino Observatory) [11], el cual
mostró que adicional al neutrino electrónico νe (la única especie de neutrinos creada en el
Sol), en el flujo de neutrinos solares detectado en la Tierra, también estaban presentes los
otros sabores de neutrinos. Esta transición del νe a otros sabores, junto a su deficit en el
flujo de neutrinos solares -el problema de neutrinos solares [12]- se pueden explicar mediante
el mecanismo Mikheyev-Smirnov-Wolfeinstein (MSW) [13, 14, 15, 16, 17, 18].
Si los neutrinos tienen masa y los estados de sabor no son los estados propios de masa,
entonces los neutrinos electrónicos emitidos en las altas densidades del núcleo del Sol expe-
rimentan conversión de sabor resonante cuando se propagan, de tal manera que se altera la
composición del flujo. El experimento SNO, junto con otros experimentos de neutrinos sola-
res, aśı como experimentos de neutrinos atmosféricos y también experimentos terrestres han
reunido evidencia convincente de que efectivamente neutrinos de diferentes sabores pueden
mutar entre ellos y este fenómeno es conocido como “transición de sabor de neutrinos” u
“oscilación de neutrinos” (ver, por ejemplo, [19] para una revisión).
En el presente trabajo de tesis se estudia la propagación y oscilación de neutrinos en otro
objeto astrof́ısico muy interesante, una Estrella de Neutrones (EN) [20]. Las Estrellas de
Neutrones (ENs) se crean a ráız del colapso gravitacional del núcleo de una estrella bastante
masiva, con una masa mayor que 8 masas solares (8M) [21, 22, 20], lo cual conduce a una
explosión de supernova Tipo II [21, 22, 20]. Como consecuencia de esta explosión se forma una
EN recién nacida o Proto-Estrella de Neutrones (PEN), la cual tiene una temperatura interna
de T ∼ 6× 1011 K [23]. Esto corresponde, en unidades donde la constante de Boltzmann es
uno, kB = 1, a T ∼ 50 MeV. Alrededor de un minuto después, la temperatura en el núcleo
disminuye a ∼ 0.5 MeV y la PEN llega a ser transparente a los neutrinos que se generan en
su interior [23]. Además de esto, la emisión de neutrinos es el mecanismo de enfriamiento
dominante en la estrella [24, 25, 26, 27, 28]. A partir de éste momento es cuando se forma lo
que se conoce en la literatura como una EN (ver por ejemplo [29, 30, 21, 23, 20, 22, 31, 32]).
La masa t́ıpica de una EN es M ' 1.4 M, mientras su radio t́ıpico es de aproximadamente 10
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km [21, 22, 20]. En consecuencia, ellas poseen una enorme enerǵıa gravitacional, GM2/R ∼
5×1053 erg ∼ 0.2Mc2, y una elevada gravedad superficial, GM/R2 ∼ 2×1014 cm s−2. Debido
a que la enerǵıa gravitacional constituye una gran fracción de la enerǵıa en reposo, las ENs
se consideran objetos relativistas; el espacio-tiempo básicamente se curva dentro y fuera de
ellas, implicando que se comporten como una fuerte lente gravitacional [33]. Las ENs tienen
tanto un ĺımite de masa máxima como uno de masa mı́nima. La masa máxima, la cual es de
origen puramente relativista, es desconocida pero está en el rango de 1.97 M a 3 M. El
ĺımite superior, 3 M, viene de causalidad [34], lo cual implica que la velocidad del sonido en
la materia densa sea menor que la velocidad de la luz, mientras el ĺımite inferior es la masa
del púlsar1 mas masivo medido con alta precisión, 1.97± 0.04 M, llamado PSR J1614–2230
[35]. La masa mı́nima de una EN estable es ∼0.1 M [36].
Las ENs contienen en su interior materia a densidades supra-nucleares (en su núcleo se
pueden alcanzar densidades del orden de 10− 20 veces la densidad de nucleones en núcleos
atómicos pesados o la aśı llamada densidad de saturación nuclear ρ0 ' 2.8 × 1014g cm−3
[20]) y la mayoŕıa de su materia tiene una densidad superior a ρ0 (densidad media de ρ '
3M/(4πR3) ' 7 × 1014g cm−3). Sólo una pequeña coraza tiene una densidad por debajo
de ρ0, cuyo regimen de densidad es razonablemente bien entendido [37]. Por todo esto, las
ENs son las estrellas mas compactas en el Universo. Debido a que la temperatura t́ıpica de
una EN es mas u menos mil veces mas pequeña que la enerǵıa de Fermi del neutron (keV
comparados con MeV), los efectos térmicos pueden ser ignorados [21, 20, 32]. En éste sentido,
es que las ENs pueden considerarse fŕıas.
Recientemente un equipo de astrónomos, mediante el uso del telescopio GBT del Observatorio
Radio-astronómico Nacional en Estados Unidos, descubrieron la EN mas masiva conocida
hasta el momento, con una masa de aproximadamente 1.97 M [35] (aclaramos que esta
estrella es la mas masiva medida con alta precisión, ya que hay otras candidatas a ser
las mas masivas pero con grandes incertidumbres, como se puede ver en la Tabla 4-5). A
partir de este descubrimiento y otros indicios observacionales, se cree muy fuertemente que
los principales componentes de los núcleos de ENs son neutrones altamente degenerados,
con una pequeña fracción de protones, electrones, y posiblemente muones (las aśı llamadas
composiciones npe y npeµ) [35, 3]. Para una EN2 de esta naturaleza, los neutrones y los
1Un púlsar es una EN rotante y altamente magnetizada que emite radiación electromagnética periódica.
2Las ENs son sistemas con algunas similitudes respecto a los sistemas atómicos, pero que tienen también
diferencias fundamentales. En un sistema atómico la auto-organización se alcanza a través de la competi-
ción entre la interacción de Coulomb y el principio de Pauli. De hecho, la interacción electromagnética de
largo alcance es la principal interacción entre las part́ıculas del sistema. Además, los átomos son sistemas
microscópicos con una dimensión t́ıpica de unos pocos angstroms (10−10 m). Por el contrario, una EN es
un sistema macroscópico con una dimensión t́ıpica de 104 m, el cual está organizado bajo la competición
de principalmente las siguientes tres interacciones: (i) La fuerza de largo alcance de la gravedad, cuya pre-
sión tiende a comprimir la masa de la estrella; (ii) la interacción nuclear de corto alcance, la cual a través
de la presión de degeneración de los nucleones tiende a expulsar la masa de la estrella; (iii) finalmente,
la interacción débil de muy corto alcance, la cual es como un regulador de la fracción de part́ıculas y aśı
5
protones están acotados por la gravedad, los electrones por el potencial electrostático de los
protones, mientras los neutrinos y anti-neutrinos (producidos en diferentes reacciones dentro
de la estrella) escapan, contribuyendo al enfriamiento de la estrella [24, 25, 26, 27, 28]. La
emisión más poderosa de neutrinos se da en el núcleo de la EN y es producida por procesos
URCA directos en la materia de nucleones[24, 25, 28]. Estos neutrinos necesitan atravesar
material de alta densidad antes de emerger al espacio interestelar, por lo tanto un estudio
de su propagación y oscilación en dicha estrella se hace necesario para saber si hay cambio
en los flujos emitidos de cada especie de neutrinos.
Los primeros intentos para estudiar las oscilaciones de neutrinos en medios densos se reali-
zaron entre los años 1978-1985 [13][38][39] [40][41], pero en la aproximación donde el medio
tiene densidad constante, en la cual el carácter global de las oscilaciones es el mismo que en
el vaćıo. A partir del descubrimiento teórico del mecanismo o efecto MSW y de su comproba-
ción experimental con neutrinos solares, se ha venido identificando posibles implicaciones de
este efecto en varios objetos astronómicos, especialmente en los mas densos del Universo (ver
por ejemplo, [42, 43, 44] para supernovas y mas recientemente para una estrella compacta
compuesta de quarks y electrones [45]).
El objetivo general de este trabajo de tesis es estudiar algunos aspectos de la estructura de
ENs, como contexto para investigar la propagación y oscilación de neutrinos en el interior
de una EN compuesta de neutrones, protones y electrones (npe) en equilibrio beta (materia
estable beta). Este objetivo se cumple siguiendo los siguientes pasos metodológicos. Primero:
consideramos la situación de una EN compuesta por solo neutrones (estrella de neutrones
pura), para la cual se encuentra la Ecuación de Estado (EdE), numéricamente, dentro del
modelo de gas ideal de Fermi completamente degenerado (es decir, sin considerar la interac-
ción nuclear fuerte efectiva entre los neutrones) y se encuentran sus propiedades resolviendo
las ecuaciones de estructura estelar, considerando la interacción gravitacional en la estrella,
tanto para el caso de la aproximación newtoniana como para el caso de la relatividad general.
Cabe mencionar que las ecuaciones de estructura estelar en las que se considera los efectos
de la relatividad general se conocen como las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(ecuaciones TOV) [46, 47]. Este primer paso fue trabajado anteriormente por I. Sagert et al.
en el año 2006 [48] y por lo tanto nos restringimos a reproducir algunos resultados analizados
por ellos. Segundo: Consideramos la situación de una EN compuesta por npe en equilibrio
beta (estrella con protones y electrones), tal y como se consideró en [48], para la cual se en-
cuentra la EdE dentro del modelo de gas ideal de Fermi completamente degenerado. Luego
se resuelven las ecuaciones TOV para la EdE encontrada, en un rango espećıfico de presio-
nes centrales, obteniéndose la relación masa-radio para las ENs y aśı pudiendo encontrar el
máximo valor de masa que una EN podŕıa tener (Estrella de Masa Máxima). Hasta aqúı,
todo es una reproducción de lo hecho en [48]. Finalmente para la Estrella de Masa Máxi-
ma (EMM) encontrada obtenemos las densidades numéricas de neutrones y protones como
afecta indirectamente las propiedades de la EN, como lo son su masa y su radio. Las anteriores fuerzas
coexisten en armońıa en el interior de una EN.
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función de la distancia (coordenada radial r) al centro de la estrella, lo cual es uno de los re-
sultados originales de este trabajo. Tercero: Consideramos la situación de una EN compuesta
por npe en equilibrio beta, donde ahora los nucleones interactuan v́ıa la interacción fuerte
efectiva (estrella con interacciones entre nucleones), tal y como se consideró en [48]. Para
esta estrella se encuentra la EdE teniendo en cuenta la interacción nucleón-nucleón usando
el modelo nuclear de Prakash et al. [49, 26]. Con lo anterior se resuelven las ecuaciones TOV
para la EdE encontrada, en un rango espećıfico de presiones centrales, obteniendo la relación
masa-radio para ENs y aśı encontrando la EMM. Hasta aqúı, todo es una reproducción de
lo hecho en [49]. Para la EMM obtenemos las densidades numéricas de neutrones y protones
como función de r. Esto mismo se realiza para el caso de una Estrella de Masa 1.4 M
(EM1.4). Nuevamente, los perfiles de densidad encontrados para EMM y EM1.4 son resul-
tados originales de este trabajo. Cuarto: Consideramos la propagación de neutrinos en un
medio constituido por npe y verificamos las relaciones de dispersión de los neutrinos y los
potenciales efectivos que experimentan en el medio, encontrados por Juan Carlos D‘Olivo
et al. en 1992 dentro del marco de la teoŕıa de campos cuánticos a temperatura y densi-
dad finitas [50]. Quinto: Para la situación de la estrella con interacciones entre nucleones,
consideramos la propagación de neutrinos para los casos EMM y EM1.4 y calculamos para
los dos casos los potenciales efectivos de los neutrinos en el medio estelar. Sexto: Usando
los potenciales efectivos obtenidos en el paso metodológico anterior, que dependen de las
densidades numéricas de neutrones y protones, estudiamos las oscilaciones de neutrinos en
el interior de la estrella, para los casos EMM y EM1.4, a partir del formalismo estándar de
oscilaciones entre dos sabores neutrinos en un medio, cuyo estudio es aporte original de este
trabajo.
El contenido de este trabajo es el siguiente. En el caṕıtulo 2 se muestran las ecuaciones de
estructura estelar que serán solucionadas numéricamente para encontrar las propiedades de
las ENs. En el caṕıtulo 3 se muestran tanto las principales caracteŕısticas de los modelos uti-
lizados para describir la materia contenida en una EN como las EdEs numéricas encontradas
para cada uno de estos modelos. En el caṕıtulo 4 se muestran los resultados obtenidos de
la integración numérica de las ecuaciones de estructura estelar para cada una de las EdEs
encontradas. También se muestran los perfiles de densidad de neutrones, protones y electro-
nes para las EMMs encontradas. En el caṕıtulo 5 se mencionan algunas propiedades básicas
de los neutrinos y se discute los posibles términos de masa para los neutrinos en un modelo
electrodébil de Glashow-Weinberg-Salam extendido. En el caṕıtulo 6 se estudia en general
la propagación de neutrinos masivos tanto en el vaćıo como en un medio material. En par-
ticular se estudia la propagación y oscilación de neutrinos en una EN, en donde se utilizan
los perfiles de densidad encontrados en el caṕıtulo 4. El último caṕıtulo está dedicado a las
conclusiones de este trabajo. Algunos de los detalles de los cálculos más relevantes realizados
en esta tesis se presentan en los apéndices.
2. Ecuaciones diferenciales para la
estructura de estrellas de neutrones
Las ENs, a diferencia de las estrellas ordinarias, son estrellas relativistas, es decir, su enerǵıa
gravitacional constituye una gran fracción de su enerǵıa en reposo [21, 22, 20]. La estructura
de estrellas no-rotantes es descrita por las ecuaciones de equilibrio hidrostático para un cuerpo
simétricamente esférico en Relatividad General, es decir, las ecuaciones de estructura estelar
de Tolmann-Oppenheimer-Volkoff (TOV) [46, 47]. Estas ecuaciones son una muy buena
aproximación para ENs rotantes, excepto para las que tienen periodos de rotación del orden
de los milisegundos (solo una pequeña fracción de la población de pulsars conocidos) [20, 36].
El periodo mı́nimo posible para una EN es del orden ∼ 0.5 ms, pero de las observaciones
astronómicas hasta el momento es tres veces mas grande, 1.396 ms [51], valor caracteŕıstico
del “regimen de baja rotación” en el cual los efectos de la rotación se pueden tomar en cuenta
en términos de la teoŕıa de perturbación (ver caṕıtulo 6 de la referencia [20]). Por otra parte,
las correcciones introducidas por el campo magnético son despreciables para la estructura a
gran escala de una EN (al menos para B . 1016 G) [36]. Los efectos de campos magnéticos
conocidos B < 1015 G pueden ser importantes en el envolvente estelar de la estrella [20, 36].
Debido a lo anterior, en este trabajo nos restringiremos a despreciar los efectos de campos
magnéticos y considerar a una EN estática y esféricamente simétrica.
En este caṕıtulo obtenemos las ecuaciones de estructura estelar para una EN tanto en la
formulación newtoniana como en el enfoque de la Relatividad General (en orden de hacer
comparaciones entre las dos formulaciones) que posteriormente con la ayuda de la EdE
de la materia contenida dentro de la estrella (ver caṕıtulo 3), nos permitirán obtener sus
propiedades macroscópicas, como lo son su masa y radio, el perfil de presión en función de
la coordenada radial al centro de la estrella y finalmente, con la utilización de éste perfil
de presión, los perfiles densidad de cada una de las part́ıculas contenidas en la estrella (ver
caṕıtulo 4).
2.1. Formulación newtoniana
Hay dos fuerzas actuando sobre una EN, una de ellas es la gravitacional, cuya fuerza empuja
el material estelar hacia el centro de la estrella, y la segunda que surge de la presión de
degeneración de los neutrones [48, 22]. La condición de equilibrio es que éstas fuerzas estén
en equilibrio.
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Figura 2-1. Diagramas para la derivación de las ecuaciones de estructura newtonianas (A-8)
y (A-9). (a) En equilibrio hidrostático la suma de la fuerza gravitacional y la fuerza que surge
de la presión de degeneración de los neutrones sobre un elemento de volumen es cero. (b) La
masa de un pequeño cascarón esférico es el producto de su volumen y su densidad. Figuras
adaptadas de Karttunen [1]
Consideremos un elemento de volumen ciĺındrico a la distancia r desde el centro de la estrella
(Fig 2-1 (a)). Su volumen es dV = dAdr, donde dA es su área base y dr es su altura; su
masa es dm = ρ dAdr, donde ρ = ρ(r) es la densidad de masa en el radio r. Si la masa







donde G es la constante gravitacional. El signo menos en ésta expresión significa que la
fuerza está dirigida hacia el centro de la estrella. Si la presión en la superficie mas baja del
elemento de volumen es P y en su superficie superior P + dP , la fuerza neta de la presión
actuando sobre el elemento es
dFp = PdA− (P + dP )dA,
= −dPdA. (2-2)
Ya que la presión disminuye hacia afuera, dP será negativo y la fuerza dFp positiva. La
condición de equilibrio es que la fuerza total que actúa sobre el elemento de volumen debe
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ser cero, es decir










Esta es la ecuación de equilibrio hidrostático.
Ahora, veamos cual es la masa dentro de un radio dado. Consideremos un cascarón esférico
de espesor dr a una distancia r desde el centro (Fig 2-1 (b)). Su masa es
dM(r) = ρ(r)4πr2dr, (2-4)









donde c es la velocidad de la luz. Con estas definiciones se obtienen las ecuaciones de estruc-
tura estelar las cuales describen cómo la masa y la presión de una estrella cambian con el
radio:







Para resolver las ecuaciones (2-7) y (2-8) tanto para P (r) y M(r), debemos integrar desde
el origen, r = 0, hasta el punto r = R definido como el radio de la estrella y el punto donde
la presión es cero. Necesitaremos un valor inicial de la presión en r = 0, que llamaremos
Pc = P (r = 0); R y la masa total de la estrella, M(R) ≡M , dependerán del valor Pc. Para
poder realizar la integración, necesitamos conocer la densidad de enerǵıa ε(r) (o la densidad
de masa ρ(r)) en términos de la presión P (r), esto es, la EdE para la materia que está
contenida en la estrella. Aśı, uno de los objetivos a realizar es encontrar una EdE apropiada
(ver caṕıtulo 3).
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2.2. Correcciones de la Relatividad General
Las ENs son objetos de materia altamente comprimida tal que modifican considerablemente
la geometŕıa del espacio-tiempo con respecto a la del espacio plano. La formulación Newto-
niana presentada en la sección 2.1 se vuelve incompleta para describir esta clase de objetos
y por lo tanto es necesario hacer uso de la Relatividad General para la derivación de las
ecuaciones de estructura de la estrella.
Aunque una EN posee una estructura muy complicada (corteza sólida, campo magnético,
interior superfluido, et al.[29, 30, 21, 22, 20, 31]) las propiedades caracteŕısticas de la estrella
pueden ser computadas con razonable precisión asumiendo que la estrella tiene una distribu-
ción de masa esféricamente simétrica en equilibrio hidrostático. Despreciando los efectos de
rotación y campos magnéticos, las configuraciones de equilibrio se obtienen resolviendo las
ecuaciones de estructura estelar, provenientes de la teoŕıa de Einstein de la Relatividad Ge-
neral, de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) [46, 47](Ver Apéndice B para su derivación.)



















donde G es la constante de gravitación universal, P (r) y ρ(r) son la presión y densidad de
masa, respectivamente, yM(r) es la masa gravitacional contenida en una esfera de radio r.





la cual incluye la enerǵıa potencial gravitacional.
2.2.1. Interpretación
La interpretación f́ısica de las ecuaciones (2-9) y (2-10) es muy sencilla. La primera del
par de ecuaciones expresa el balance entre la fuerza que actúa sobre una coraza de materia
debido a la presión del material desde adentro y el peso de la materia que actúa sobre esta
desde afuera. Pensemos en una coraza de materia en la estrella de radio r y espesor dr. La
segunda ecuación nos da la masa de ésta coraza. La presión de la materia en el borde interno
de la coraza es P (r) y en el borde externo P (r) + dP (r). El lado izquierdo de la primera
ecuación es la fuerza neta hacia afuera que actúa sobre la superficie de la coraza debida a la
diferencia de presión dP (r), y el primer factor sobre el lado derecho es la fuerza gravitacional
newtoniana, atractiva, actuando sobre la coraza por la masa en el interior de ésta. Los tres
factores restantes son las correcciones exactas por la RG. Aśı, estas ecuaciones expresan el
balance en cada r entre la presión interna que soporta el material en contra de la atracción
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gravitacional de la masa en el interior de r. Estas son las ecuaciones de equilibrio hidrostático
en RG.
La ecuación (2-9) contiene también el factor 2GM/c2R el cual determina si se deben de
tener en cuenta los efectos de la Relatividad General o no. El correspondiente radio cŕıtico
R = 2GM/c2 es el aśı llamado radio de Schwarzschild. Para una estrella de masa de 1M,
obtenemos R ≈ 3 km. Por lo tanto los efectos de la RG llegan a ser importantes para ENs
que tienen radios alrededor de 10 km.
Las ecuaciones diferenciales (2-9) y (2-10) garantizan que la presión decrece monótonamente
en una estrella. Esto es claro por que la derivada de la presión es negativa. La EdE ε = ε(P )
es la manera en la cual las propiedades de la materia densa entran en las ecuaciones de
estructura estelar. Es una propiedad de la materia que la presión nunca decrece como una
función del incremento de la densidad. La presión puede permanecer constante sobre un
intervalo de densidad como en transiciones de fase de primer orden de sustancias simples
(un componente), pero en otro caso incrementan con la densidad [52]. Por lo tanto, se puede
concluir que la densidad de materia en una estrella es también una función decreciente de la
coordenada radial.
Es un hecho particularmente notable de las ecuaciones TOV que la presión interna de la
materia aparece junto con la densidad de enerǵıa sobre el lado derecho de la ecuación (2-9),
aśı agudizando el gradiente de presión en una estrella, comprimiendo materia, y reduciendo
el radio estelar a lo largo de la sucesión de estrellas con aumento en la densidad central.
Como una consecuencia, no importa que tan grande pueda ser la presión, finalmente no
puede prevenir el colapso de estrellas cuyas masas exceden lo que se conoce en la literatura
como masa máxima o masa ĺımite [53] (ver Apéndice B).
Estrechamente relacionado a la discusión anterior es la relación caracteŕıstica entre la masa
de una estrella relativista degenerada y su radio. Para masas pequeñas, menor es la atracción
gravitacional y mas grande el radio de la estrella. A masas intermedias, la presión de fermi
de los nucleones (protones y neutrones) y su repulsión mutua cuando están muy cercanos
como es el caso de ENs, y de electrones como es el caso de enanas blancas, se resiste a la
atracción gravitacional, conduciendo a un rango de masas para el cual el radio cambia muy
ligeramente. Finalmente, para masas cercanas a la masa ĺımite, el radio decrece rápidamente
con la masa.
Las ecuaciones de estructura estelar newtonianas se obtienen como un caso especial de las
ecuaciones TOV si cada uno de los tres últimos términos de (2-9) son iguales a la unidad.
En estrellas newtonianas, ε es dominada por la masa en reposo de los bariones lo cual,
sin embargo, no contribuye a la presión. Por lo tanto, el primero y el segundo término de
la segunda ĺınea de (2-9) son cercanos a la unidad por la misma razón, es decir, P  ε.
Finalmente, el último término contiene el factor 2GM/c2R, el cual para estrellas tales como
nuestro sol es aproximadamente ' 4.3 × 10−6, y por lo tanto el último factor es también
cercano a la unidad para estrellas newtonianas.
Las exactitud de la teoŕıa de Einstein, y por lo tanto las ecuaciones TOV, es confirmada por
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las pruebas observacionales de la RG. La mas emocionante de estas está involucrada con el
pulsar binario Hulse-Taylor [54], conocido por sus coordenadas celestes como 1913 + 16 y
estudiado con mucho cuidado desde su descubrimiento en 1974 [55, 56, 57]. La orientación de
la órbita precesa en el fuerte campo gravitacional de las ENs a una tasa de mas de 4 grados por
año. Esto se compara con la pasada confirmación clásica de la RG-la contribución relativista
a la precesión de Mercurio-la cual es de solo 43 segundos por siglo.
La predicción de radiación gravitacional de Einstein, la cual afecta el movimiento orbital
del par de pulsars en la binaria causando un decaimiento en la órbita, se confirmó a menos
del uno por ciento [57]. Todas las otras variantes de la teoŕıa de Einstein de la gravitación
están sometidas a este nivel de precisión. A la tasa moderada de decaimiento de la órbita
debido a la radiación de ondas gravitacionales, los dos miembros de la binaria colisionarán
en aproximadamente 108 años. Colisiones de estrellas compactas son por lo tanto eventos
probables en el universo, y son candidatos para observaciones en futuras generaciones de
detectores de ondas gravitacionales. Tales colisiones son también de posible importancia a
la pregunta de trozos de quark extraños como radiación cósmica [30].
3. Ecuación de estado para la materia
contenida en una estrella de
neutrones
Desde el punto de vista teórico una EN es un fluido en equilibrio hidrostático, hecho de
materia neutra relativamente fŕıa. La densidad central de una EN está en el orden 10-20
veces la densidad de saturación nuclear n0 = 0.16 fm
−3 presente en núcleos pesados (o
equivalentemente ρ0 ' 2.8 × 1014 g cm−3). La mayoŕıa de la materia de una EN tiene una
densidad superior a ρ0 (densidad media de ρ̄ ' 7 × 1014 g cm−3), sólo una pequeña coraza
tiene una densidad por debajo de ρ0, cuyo regimen de densidad es razonablemente bien
entendido [37]. La temperatura de una EN inmediatamente después de su nacimiento en
una explosión de supernova1, puede ser tan alta como T ∼ 1011 K. Esto corresponde, en
unidades donde la constante de Boltzmann es uno, kB = 1, a T ∼ 10 MeV. Durante su
evolución, la temperatura decrece a temperaturas del orden de 0.5 MeV (solo es cuestión de
segundos que se llegue a tales temperaturas) [58]. Debido a que en esta etapa la temperatura
es mas u menos mil veces mas pequeña que la enerǵıa de Fermi del neutrón en el interior
de la estrella (> 60 MeV), los efectos térmicos pueden ser despreciados y en este sentido es
que las ENs pueden considerarse fŕıas. Como se dijo en el Caṕıtulo 2 para poder calcular
las cantidades macroscópicas de ENs tales como masas y radios, se debe de resolver las
ecuaciones de estructura estelar. Resolviendo estas ecuaciones se obtienen las masas M(Pc)
y radios R(Pc) como una función de la presión central o equivalentemente de la densidad
central ρc. Las únicas cantidades necesarias para resolver estas ecuaciones es la densidad de
enerǵıa ε(n) y la presión P (n) en función de la densidad numérica bariónica. La densidad
numérica bariónica se conserva en todas las interacciones. Para encontrar la composición de
una EN se minimiza la enerǵıa total por barión E
A
(n) incluyendo masas en reposo. La relación










La EdE puede ser encontrada eliminando n de las ecuaciones anteriores y quedándose con
ε = ε(P ), o P = P (ε). (3-2)
1A una EN recién nacida se le conoce en la literatura como una proto-estrella de neutrones.
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Teniéndose la EdE es bastante simple resolver las ecuaciones de estructura estelar, aśı que
el principal problema es el construir una EdE apropiada2.
Actualmente, existe una gran incertidumbre en cuanto al conocimiento de una EdE que
permita describir las propiedades de la materia a densidades mayores que la densidad de
saturación nuclear ρ0 y esto se debe a la incapacidad de verificar los procesos microscópicos
de la materia nuclear a densidades tan altas [59, 60, 61, 62, 21]. Sin embargo, una enorme
cantidad de trabajos se han realizado para investigar y proponer EdEs de manera tal que
se pueden considerar, en términos generales, algunas propiedades importantes de ENs como
lo es la existencia de por lo menos dos reǵımenes principales de alta densidad. A medida
que los nucleones se van confinando dentro del núcleo atómico (ver sección 3.2), todav́ıa
la contribución que aportan a la presión total en la estrella es despreciable comparada con
la presión ejercida por los electrones degenerados, se va alcanzando una densidad ĺımite en
la cual el núcleo atómico comienza a desintegrarse. Cuando se traspasa este umbral en la
densidad, comienza lo que se llama un “goteo de neutrones” y esto origina la formación de
un “gas de neutrones”. La EdE propuesta por Baym, Pethick y Sutherland, ecuación BPS
[63], sugiere que esta densidad cŕıtica ocurre aproximadamente en ρgoteo ' 4 × 1011g cm−3.
Este valor permite hacer una distinción entre una EdE para densidades menores a ρgoteo, que
caracteriza el interior de objetos del tipo de las estrellas enanas blancas [21], y densidades
mayores a ρgoteo, que como se dijo anteriormente caracteriza el interior de ENs.
Por otro lado, se han desarrollado muchos modelos para describir la materia ultra-densa
desde aproximaciones no relativistas; esto se ha hecho considerando las interacciones entre
nucleones como potenciales que se ajustan a los datos obtenidos de la dispersión para sistemas
nucleón-nucleón. La mayoŕıa de estos modelos, basados en potenciales para sistemas de
muchos cuerpos, tienen el gran problema de que violan la causalidad relativista, es decir,
cuando la velocidad del sonido dentro de la materia alcanza valores mayores a la velocidad
de la luz. Sin embargo, logran predecir valores bastante aceptables para la masa de ENs aśı
como también valores aceptables para sus radios. En esta tesis consideraremos uno de estos
modelos, elaborado primeramente por M. Prakash et. al. [49, 26], pero que tiene la virtud de
que no-viola la causalidad relativista (ver subsección 3.4.1).
El objetivo principal de este caṕıtulo es el de derivar una EdE para la materia contenida en
una EN. Para llevar a cabo esto, el contenido de este caṕıtulo se organizó de la siguiente
manera. En la primera sección se muestra la termodinámica introductoria necesaria para la
construcción de una EdE. En la segunda sección se muestran algunos aspectos importantes
de la materia densa necesarios para nuestro análisis. En la tercera sección se calcula numé-
ricamente la EdE dentro del modelo del gas de Fermi ideal completamente degenerado (este
es el modelo mas simple en el que se puede tratar de establecer una EdE) para el caso en
2En general, una EdE es una ecuación que expresa de forma expĺıcita propiedades microscópicas de un
material a través de su estado termodinámico o una ecuación que expresa las propiedades de la materia
a través de su respuesta a interacciones de gran escala como la gravedad, la rotación del fluido o campos
electromagnéticos.
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que una estrella de neutrones está compuesta únicamente de neutrones (estrella de neutrones
pura) y para el caso un poco mas realista en el que está compuesta de neutrones, protones
y electrones (npe). Finalmente, en la cuarta sección se calcula numéricamente la EdE, para
la composición npe, en el marco del modelo mas realista en donde se tiene en cuenta la
interacción nuclear entre nucleones (protones y neutrones).
3.1. Termodinámica introductoria
Siguiendo a [21], primero que todo consideremos un sistema de N part́ıculas en un volumen
Ω. Si nos imaginamos un marco de Lorentz local moviéndose con la misma velocidad que
algún elemento de fluido, entonces se puede definir la densidad numérica de bariones n y
la densidad de enerǵıa total ε (incluyendo la masa en reposo) en este marco de referencia.
La enerǵıa por barión es entonces ε/n y 1/n es el volumen por barión. Esta definición es
conveniente ya que el numero total de bariones se conserva. Combinando la primera y segunda











Ya que en general uno tiene diferentes especies de part́ıculas, entonces uno define una con-





donde nα es la densidad numérica de la part́ıcula α. La densidad de enerǵıa total
ε = ε (n, s, Yα) , (3-5)
es una función de la densidad bariónica, entroṕıa y las concentraciones de las part́ıculas. Aśı





























El potencial qúımico de especies µα es el cambio en la densidad de enerǵıa por unidad de
cambio en la densidad numérica de especies α mientras el volumen, la entroṕıa y todas las
otras densidades numéricas se mantienen constantes. Cuando el sistema está en equilibrio
entonces hay un balance entre cada reacción y su inversa y todas las concentraciones de las
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diferentes especies se mantiene constantes. En equilibrio las concentraciones no son todas








µαδYα = 0. (3-8)
Cuando los potenciales qúımicos están dados como funciones de la composición para cierto
n y s, entonces las concentraciones de equilibrio están dadas por la ecuación (3-8). Veamos
lo siguiente: consideremos una mezcla de bariones y leptones interactuantes en equilibrio.
Donde los bariones son neutrones o protones y los leptones son electrones, muones y sus
respectivos neutrinos. Hay cuatro cantidades conservadas. Primero la densidad numérica de
bariones n, segundo la densidad numérica leptónica del electrón3 nLe, tercero la densidad
numérica leptónica del muon nLµ, y finalmente la densidad de carga nQ. A estas cuatro
cantidades conservadas le corresponde una base de cuatro potenciales qúımicos. Por ejemplo
µp (para n), µn (para nLe), µµ (para nLµ), y µe (para nQ). Los otros potenciales qúımicos
(µνe y µνµ) serán combinaciones lineales de estos cuatro. En equilibrio todas las cantidades
termodinámicas de especies α son funciones de µα y T . Aśı, para una descripción completa del
equilibrio sólo se debe de especificar los cuatro potenciales qúımicos y T , o equivalentemente
sólo se debe de especificar cinco cantidades termodinámicas independientes. Usualmente se
trabaja con sistemas eléctricamente neutros nQ = 0. Para simplificar aun mas las cosas uno
toma T = 0 y que los neutrinos escapan del sistema. Esto es equivalente a escoger nLe y nLµ
tal que los potenciales qúımicos de los neutrinos sean todos igual a cero (µνe = µνµ = 0). Esto
significa que solo una cantidad termodinámica es necesaria para describir completamente el
equilibrio, por ejemplo la densidad numérica bariónica n.
3.2. Materia densa
En equilibrio la enerǵıa de la materia no se puede bajar cambiando la composición via
interacciones fuerte, débil o electromagnética. La materia está en su estado base. El estado
base de la materia a temperatura cero para densidades mas bajas que 107g cm−3 consiste de
núcleos de 5626Fe. Cuando la densidad se incrementa los núcleos en equilibrio llegan a ser mas
y mas ricos en neutrones via decaimiento-β inverso,
e− + p→ n + νe. (3-9)
debido a que el mar de Fermi está totalmente lleno de electrones el decaimiento-β no es
posible. Los electrones totalmente relativistas, los cuales forman un gas de Fermi degenerado,
dominan la presión. Los núcleos cargados positivamente forman una red de Coulomb regular
3Para esta discusión se considera a los neutrinos sin masa. Actualmente se sabe que este no es el caso y que
por lo tanto existe la posibilidad de que haiga oscilaciones de neutrinos (ver caṕıtulo 6). En este caso los
numeros leptónicos del electrón, muón y tauón no se conservan separadamente.
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que se incrusta en el gas de electrones. Cuando la densidad se incrementa aún mas hasta la
linea de “goteo de neutrones” o en inglés “neutron drip” ρgoteo = 4 × 1011g cm−3 neutrones
libres empiezan a emerger. Cuando la densidad se incrementa todav́ıa mas los neutrones
libres son el suministro de una fracción creciente en la presión. A la densidad nuclear ρ0 =
2.8× 1014g cm−3 los núcleos se disuelven y se funden. Sobre la densidad nuclear la materia
consiste de nucleones (principalmente de neutrones) interactuando via interacción fuerte y un
pequeño porcentaje de electrones (igual al porcentaje de protones). La presión es dominada
por los nucleones. Cuando la densidad nuevamente se incrementa otras part́ıculas aparecen
como los muones, hiperones y posiblemente quarks libres. En este trabajo consideraremos,
siguiendo a [48], que en todo el rango de densidad discutido anteriormente la materia de
una EN está compuesta de neutrones, protones y electrones (en la caṕıtulo 4 discutiremos
que tan valida es hacer esta suposición en orden a encontrar las propiedades de ENs). Como
una primera aproximación la interacción fuerte entre nucleones será ignorada y las distintas
part́ıculas forman gases de Fermi ideales completamente degenerados. En la subsección 3.2.1
se muestran los resultados generales para un gas de Fermi ideal completamente degenerado
y en la subsección 3.2.2 se muestran las condiciones de equilibrio-β para la materia nuclear
densa las cuales son de vital importancia para la elaboración de una EdE (ver secciones 3.3
y 3.4).
3.2.1. Modelo del gas de Fermi ideal completamente degenerado
Siguiendo a [64], la densidad numérica en el espacio de fase para cada especie de part́ıcula
dN /d3x d3p, proporciona una completa descripción del sistema. Alternativamente se puede
especificar una función de distribución adimensional en el espacio de fase F (x,p, t). Estas







donde h es la constante de planck y h3 el volumen de la celda en el espacio de fase. El
factor g es el peso estad́ıstico el cual se determina por el esṕın de la part́ıcula g = 2S + 1.
La función f da el numero de ocupación promedio de una celda en el espacio de fase. La
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El factor 1
3
viene de isotroṕıa, y v = |p|c2/E. Para un gas de Fermi ideal, la función de
distribución en el espacio de fase tiene la siguiente forma particular




donde µ es el potencial qúımico, T es la temperatura del gas y k es la constante de Boltzmann.
Si además el gas es completamente degenerado, es decir, donde la enerǵıa de Fermi es mucho
mayor que la temperatura del gas, esta se reduce a
F (E, T ) =
{
1 E ≤ EF
0 E > EF
, (3-15)
El potencial qúımico es ahora llamado la enerǵıa de Fermi EF = µ. Con esto, es posible
definir un momentum de Fermi para las part́ıculas de especie α (pF )α



















































[(2z3 + z)(1 + z2)1/2 − sinh−1(z)]. (3-22)
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[(2z3/3− z)(1 + z2)1/2 + sinh−1(z)]. (3-24)
3.2.2. Materia nuclear densa y equilibrio-β
Como se dijo anteriormente, la materia a densidad nuclear ρ0 = 2.8 × 1014g/cm3 está com-
puesta de nucleones (neutrones y protones) y electrones. Los nucleones son esencialmente
no-relativistas, mientras los electrones son relativistas y forman un gas de Fermi ideal com-
pletamente degenerado. Hay dos posibles reacciones,
n→ p + e− + νe, e− + p→ n + νe. (3-25)
A densidad normal la segunda reacción (decaimiento-β inverso) no puede ocurrir debido a que
el neutron es mas pesado que el protón y el electrón. A densidades altas la enerǵıa del electrón
se incrementaŕıa llegando a ser relativista y a cierta densidad cŕıtica el decaimiento-β inverso
llegaŕıa a ser posible. A densidades bastantes altas, la primera reacción (decaimiento-β) se
bloquea debido a que todos los niveles en el mar de fermi están ocupados tal que el electrón
emitido no encuentra lugar en el mar de Fermi. Por lo tanto, se encuentra una densidad
cŕıtica donde la fracción de neutrones comienza a aparecer. Asumiendo que el sistema está
en equilibrio qúımico y que los neutrinos escapan del sistema, se tiene que
µp + µe− = µn. (3-26)
La forma exacta del potencial qúımico depende de la interacción nucleon-nucleon y del mé-
todo de calculo de muchos cuerpos que se utilice para calcular la enerǵıa del sistema. Como
primera aproximación no tendremos en cuenta la interacción nucleón-nucleón y supondremos
que todas las especies fermiónicas son gases de Fermi ideales completamente degenerados,
siguiendo a los siguientes trabajos: [47, 65, 48] y [64]). Usando (3-16) en (3-26) se obtiene
mp
√
1 + z2p +me
√
1 + z2e = mn
√
1 + z2n. (3-27)
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Hay dos condiciones adicionales. La primera es la conservación del numero bariónico








y la segunda es la neutralidad de carga4, igual numero de protones y electrones,
np = ne ⇐⇒ mpzp = meze. (3-29)
Resolver estas ecuaciones es muy fácil y el momento de Fermi adimensional de los protones,




















Para el caso cuando no hay neutrones presentes, es decir, zn = 0, se encuentra un momento
de fermi cŕıtico, (pF )p = 1.265 × 10−3 mpc o equivalentemente, ver Figura 3-1, n = 7.35 ×
4De hecho, una EN tiene que ser eléctricamente neutra a muy alta precisión como se puede ver de la
siguiente estimación simple tomada de [32]. Supongamos que la estrella tiene una carga neta de Z veces
la carga elemental, Ze, y consideremos la repulsión de Coulomb de una part́ıcula de prueba, como por
ejemplo el protón, con masa m y carga e (e tiene el mismo signo que la hipotética carga neta de la estrella
Ze). la fuerza de Coulomb, que intenta expulsar la part́ıcula de prueba, tiene que ser mas pequeña que
la fuerza gravitacional, para intentar mantener a la part́ıcula de prueba en el interior de la estrella. Esto






donde M y R son la masa y radio de la estrella respectivamente. Incluso si somos generosos con el
ĺımite sobre el lado derecho asignando el ĺımite superior M < Am a la masa de la estrella (si la estrella
contiene A nucleones, su masa total será menor que Am debido a que la enerǵıa de ligadura gravitacional),










Teniendo en cuenta la masa del protón m ∼ 103 MeV, la carga elemental e2 ∼ 10−1 (recordemos que
α = e2/(4π) ' 1/137), y la constante gravitacional G ∼ 7× 10−39 GeV−2, podemos estimar que
Z < 10−37A,
es decir, la carga promedio por nucleón tiene que ser extremadamente pequeña con el fin de garantizar
la estabilidad de la estrella. Puesto que hemos encontrado un número extremadamente pequeño, es
irrelevante para el argumento si se utiliza un protón o un electrón como una part́ıcula de prueba. La
esencia de este argumento es la debilidad de la gravitación comparada con la interacción electromagnética:
una pequeña carga eléctrica por unidad de volumen, distribuida sobre la estrella, es suficiente para superar
la estabilidad de la gravedad.
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Figura 3-1. Concentraciones de protones Yp y neutrones Yn en función de la densidad
numérica bariónica n para gases de Fermi ideales completamente degenerados.
10−9fm−3 (1.2 × 107g cm−3). Esto significa que a partir de este momento de Fermi cŕıtico
el decaimiento-β inverso llega a ser posible y que la ecuación (3-30) solo puede ser usada si
(pF )p > 1.265× 10−3 mpc.
De la Figura 3-1, en donde se muestra las concentraciones de neutrones y protones en función
de la densidad numérica bariónica n, también se puede observar que la concentración de
neutrones crece muy rápidamente con el aumento de la densidad numérica de bariones y
que la concentración de protones decrece. Este decrecimiento se detiene debido a que en una
densidad suficientemente alta ambos nucleones llegan a ser relativistas y como consecuencia
la concentración de protones alcanza un mı́nimo. Posteriormente, esta concentración crece
nuevamente y alcanza el ĺımite ultra-relativista donde Yp =
1
9
. Este comportamiento en las
concentraciones de neutrones y protones en función de la densidad numérica de bariones
coincide con los obtenidos en [48] y [64].
A medida que la densidad se incrementa de 7.35× 10−9fm−3, mas y mas part́ıculas pueden
producirse. La primera part́ıcula que puede ser producida es el muon. Esta part́ıcula puede
producirse por la siguiente reacción
e− → µ− + νµ + νe (3-31)
Esta reacción llega a ser posible cuando el potencial qúımico del electrón supera la masa en
reposo del muon,
µe ≥ mµ. (3-32)
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Esto ocurre en n = 0.46fm−3 [64]. Esto adiciona una ecuación extra al equilibrio
µe = µµ = me
√
1 + z2e = mµ
√
1 + z2µ, (3-33)
y una variable extra zµ. Sin embargo, en el presente trabajo no consideraremos la contribución
del muon a la EdE ya que no altera significativamente las propiedades de ENs [64].
3.3. Ecuación de estado para el modelo del gas de Fermi
ideal completamente degenerado
En esta sección se utiliza el modelo del gas de Fermi ideal completamente degenerado, descrito
en la subsección 3.2.1, para encontrar la EdE de la materia contenida en una EN. Este primer
ejercicio permitirá fijar ideas e introducir la notación necesaria para un estudio posterior en
donde se tendrá en cuenta la interacción nuclear entre nucleones. El primero en encontrar
una EdE con este modelo fue E. Stoner en 1932 [66] y el primero en aplicarla a un gas
de neutrones fue Landau en 1932 [67]. Posteriormente, fue usada en el famoso trabajo por
Oppenheimer y Volkoff [47] para calcular modelos de ENs.
Para encontrar una EdE adecuada para una EN, en la subsección 3.3.1 comenzaremos su-
poniendo, como se hizo en [48], que la materia de una EN está compuesta solamente de
neutrones (estrella de neutrones pura) y posteriormente en la subsección 3.3.2 tomaremos en
cuenta el caso mas realista cuando la EN está compuesta de neutrones, protones y electrones
en equilibrio-β 5.
5La EdE para un gas de Fermi ideal completamente degenerado permite dos importantes correcciones, una
de ellas es la incorporación del decaimiento beta inverso y la otra debida a interacciones electrostáticas.
En el trabajo hecho por Baym, Pethick y Sutherland (BPS) en 1971 [63], se encontró que al incorporar
estas correcciones aparece una densidad cŕıtica a partir de la cual se produce lo que se denomina un goteo
de neutrones, es decir, los núcleos se desintegran y se forma un gas de neutrones. La EdE BPS sugiere
que la densidad a partir de la cual comienza el goteo de neutrones es ρgoteo ' 4× 1011g cm−3. Se puede
hablar entonces de dos reǵımenes de alta densidad, en uno (ρ < 4 × 1011g cm−3) todos los nucleones
están confinados y su presión es despreciable a la de los electrones degenerados, y otro (ρ > 4 × 1011g
cm−3) donde la presencia de neutrones libres es tan importante que pasan a suministrar un mayor aporte
a la presión que la de los electrones. En este trabajo, sólo se incorporará el decaimiento beta inverso
para la elaboración de la EdE, lo cual significa que en todo el rango de densidad no habrá confinación de
nucleones.
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Tabla 3-1. Expansiones no-relativista y relativista para las funciones χ(z) y ζ(z).
z χ(z) ζ(z)
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3.3.1. Estrella de neutrones pura
Para el caso hipotético en donde una EN está compuesta solamente de neutrones, se tiene



























Note que hemos utilizado los resultados de la subsección 3.2.1, ya que la temperatura t́ıpica
de una EN (T ∼ 0.5 MeV [58]) es mas u menos mil veces mas pequeña que la enerǵıa de
Fermi del neutrón (> 60 MeV). Las ecuaciones (3-34) y (3-35) nos proporcionan la forma
de hallar la relación entre ε y P , es decir, la EdE de la estrella. Permı́tanos considerar dos
casos extremos: z  1 y z  1, o lo que es equivalente, (pF )n  mnc (la enerǵıa cinética
de los neutrones es mucho menor que su enerǵıa en reposo, es decir, se está en el caso no-
relativista) y (pF )n  mnc (la enerǵıa cinética de los neutrones es mucho mayor que su
enerǵıa en reposo, es decir, se está en el caso relativista). Los resultados de las expansiones
de χ(z) y ζ(z) están dados en la Tabla 3-1.
Por simplicidad tomemos en ambos casos, el no-relativista y el relativista, el primer término
de la expansión. Cuando se usa estos casos ĺımites6 la EdE puede ser escrita en la forma
politrópica
ε = KP Γ, (3-37)
donde K y Γ están dados en la Tabla 3-2.
Debe tenerse en cuenta que las dos ecuaciones de estado anteriores no representan casos
f́ısicos reales, al menos en la totalidad de la estrella. Siguiendo la discusión hecha en [70],
6Estos dos casos ĺımites fueron primeramente usados en 1931 por Chandrasekhar [68, 69] cuando analizó
las condiciones de equilibrio de enanas blancas.
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el caso no-relativista ciertamente no funciona en el centro de la estrella, donde las presiones
son tan altas que la enerǵıa cinética de los neutrones debe tenerse en cuenta. Por otra
parte, el caso relativista no trabaja en las capas externas de la estrella, donde la presión
eventualmente cae a cero. Para hallar una ecuación de estado que cubra todo el rango de
presiones7, es necesario resolver numéricamente las ecuaciones (3-34) y (3-35) ya que es
imposible escribir expĺıcitamente la densidad de enerǵıa como una función de la presión, a
partir de las ecuaciones (3-34) y (3-35), sin usar ciertas aproximaciones sobre ε o P tal como
se hizo anteriormente para los casos no-relativista y relativista [48].
Por otra parte, una solución numérica a este problema es relativamente sencillo. Debido a
que la presión y la densidad de enerǵıa son funciones del momentum de Fermi adimensional z
(o equivalentemente de la densidad numérica bariónica n), solamente tenemos que encontrar
para una presión dada el momentum de Fermi adimensional correspondiente y usarlo en
la ecuación para la densidad de enerǵıa. Con este procedimiento somos capaces de calcular
la densidad de enerǵıa para una presión dada P . El resultado numérico de aplicar este
procedimiento es el que se muestra en la Figura 3-2.
De la figura se observa que la densidad de enerǵıa es una función creciente con la presión, lo
cual se debe a que la densidad de enerǵıa es dominada por los neutrones masivos. Se observa
además que, para altos valores de P , la función ε(P ) se aproxima a una función lineal. Este
resultado es esperado, ya que a medida que crece P nos vamos acercando al caso relativista
en donde la densidad de enerǵıa y la presión están relacionadas linealmente, es decir, ε = 3P .
Este comportamiento de la EdE numérica para un gas de neutrones, está completamente de
acuerdo con el encontrado en [48].
3.3.2. Estrella de neutrones con protones y electrones
Como se discutió en la sección 3.2, la materia nuclear densa de una EN no está compuesta
solamente de neutrones sino también de una pequeña concentración de protones y electrones.
7En las referencias [65, 70] se intentó ajustar la solución numérica de las ecuaciones (3-34) y (3-35) con una
combinación de politropas de la forma ε(p) = aNRP
3/5+aRP , donde aNR y aR son constantes numéricas, y
los resultados obtenidos al resolver las ecuaciones de estructura estelar no fueron satisfactorios comparados
con el trabajo hecho por Irina Sagert et al. [48], en el cual utilizaron la EdE numérica para resolver las
ecuaciones de estructura estelar.
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Figura 3-2. La EdE para ENs compuestas de npe libres comparada con la de ENs puras.
Para el caso de npe libres, a partir de P = 3.035× 1024 dinas/cm2 los neutrones empiezan a
aparecer.
Por lo tanto, la densidad de enerǵıa total y la presión total son la suma de las densidades






















Aqúı hemos utilizado nuevamente los resultados de la subsección 3.2.1. Utilizando las con-
diciones (3-27)-(3-29) sobre las expresiones (3-38) y (3-39) es posible encontrar la ecuación
de estado para la EN de forma numérica. La EdE numérica para este caso se muestra en la
Figura 3-2. Se observa que la densidad de enerǵıa es una función creciente con la presión.
Esto se debe a que la densidad enerǵıa está dominada principalmente por la masa de los
nucleones (protones y neutrones) y que por el contrario lo que domina la magnitud de la
presión es la velocidad de las part́ıculas. Se observa además que alrededor de una presión
cŕıtica, Pcrit ' 3.035 × 1024 dinas/cm2, aparece un “escalón” notable en la ecuación de es-
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tado (este escalón también fue encontrado y muy bien analizado en [48]), el cual puede ser
identificado con la aparición de neutrones en la materia con su correspondiente contribución
a la densidad de enerǵıa (ver subsección 3.2.2), es decir, por debajo de la presión cŕıtica Pcrit
una EN consiste únicamente de protones y electrones8.
3.4. Ecuación de estado con interacciones nucleares
Del actual conocimiento de la f́ısica, es claro que los protones y los neutrones (nucleones)
interactúan fuertemente y que la magnitud de esta interacción se hace significativa a den-
sidades altas del orden de la densidad de núcleos atómicos ∼ 1014g cm−3. Esta fuerza es la
responsable de mantener unidos a los nucleones que coexisten en el núcleo atómico a pesar
de la repulsión electromagnética entre los protones que poseen carga eléctrica del mismo
signo (positiva) y haciendo que los neutrones, que no tienen carga eléctrica, permanezcan
unidos entre śı y también a los protones. Debido a que una EN está compuesta de npe
en equilibrio-β y que la mayoŕıa de la materia en su interior (principalmente neutrones) se
encuentra comprimida a una densidad superior a la de un núcleo atómico [21, 20, 32], la
interacción predominante, por encima de la interacción electromagnética, en la materia de
este tipo de estrellas es la interacción nuclear fuerte entre los nucleones. El modelo de Fermi
completamente degenerado utilizado en la sección anterior para encontrar la EdE de la ma-
teria contenida en una EN, ignora completamente la interacción fuerte entre nucleones y aśı
se vuelve incompleto en orden a proporcionar una EdE realista.
En orden a obtener una EdE mas realista para una EN, en esta sección se tendrá en cuenta
la interacción fuerte entre nucleones tal y como fue considerada primeramente en [49]. El
modelo que utilizaremos para modelar este tipo de interacción es un modelo fenomenológico
elaborado primeramente por Prakash et al. [49, 26] a temperatura cero, el cual reproduce los
resultados de la mayoŕıa de cálculos microscópicos de la materia densa [71]. Este modelo ha
sido y está siendo ampliamente utilizado para modelar la materia de ENs (ver por ejemplo,
[72, 73]). En este modelo se despreciará la masa entre protones y electrones, marcando la
masa de ambos como mN .
3.4.1. El modelo
Siguiendo a [73], la enerǵıa por barión de la materia rica de neutrones a temperatura cero











+ (1− 2Yp)2Esim(n), (3-40)
8Se puede mostrar que d
2ε
dP 2 |Pcrit= ∞, pero
dε
dP |Pcrit es continua y por lo tanto la situación f́ısica no es la
de una verdadera transición de fase termodinámica.
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donde εb es la densidad de enerǵıa bariónica, n es la densidad numérica bariónica (n = nn+np)
y Yp es la concentración de protones (Yp = np/n). La enerǵıa simétrica Esim(n) puede ser
expresada en términos de la diferencia entre la materia de neutrones pura (Yp = 0) y la










En este trabajo consideraremos una ecuación esquemática para la enerǵıa de la materia
nuclear simétrica (enerǵıa por barión E/A o equivalentemente la densidad de enerǵıa por




























es la enerǵıa de Fermi por barión en el estado de equilibrio y n0 es la densidad numérica
de saturación nuclear. El factor dos en el denominador del paréntesis viene de un factor de
degeneramiento adicional por el isoesṕın (compare con la ecuación (3-17)).
La enerǵıa potencial por nucleón, dependiente de la densidad, V (u) de la materia nuclear






















donde pF es el momento de Fermi, que se relaciona con p
0




Λ1 y Λ2 parametrizan las fuerzas de rango finito entre nucleones. Los valores empleados aqúı
son Λ1 = 1.5p
0
F y Λ2 = 3p
0
F . Los parámetros A, B, B
′, σ, C1 y C2 son determinados usando
las restricciones provenientes de las propiedades emṕıricas de la materia nuclear simétrica
a la densidad numérica de saturación nuclear n0. Por lo tanto, los valores de los anteriores
parámetros se determinan tal que se cumpla
la densidad numérica de equilibrio n0 = 0.16 nucleones/fm
3 =⇒ p0F = 263 MeV/c,
la enerǵıa de enlace promedio por nucleón E(n = n0, 1/2)/A−mNc2 = −16 MeV,






Los parámetros que cumplen con las condiciones anteriores son [49]:
A = −46.65 MeV B = 39.54 MeV B′ = 0.3 MeV (3-45)
σ = 1.663 C1 = −83.84 MeV C2 = 23.65 MeV. (3-46)
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u2/3 − F (u)
)
+ S0F (u), (3-47)
donde S0 es la enerǵıa de simétrica en el punto de equilibrio, S0 = Esim(u = 1). Experimental-
mente se ha mostrado que este parámetro, S0, tiene un valor aproximado de 30 MeV [75]. La
función F (u) es arbitraria, y sus únicas restricciones son que F (u = 0) = 0 y F (u = 1) = 1,
a fin de satisfacer que Esim(1) = S0 y Esim(0) = 0, respectivamente. La ecuación (3-47) puede
ser escrita en una forma mas instructiva separando la contribución cinética y potencial de la
enerǵıa simétrica
Esim(u) ' 13u2/3︸ ︷︷ ︸
Cinética
+ 17F (u)︸ ︷︷ ︸
Potencial
. (3-48)
En un trabajo muy reciente [2], la autora llevó a cabo un análisis sistemático de la enerǵıa
simétrica nuclear en el Formalismo de la aproximación relativista Dirac-Brueckner-Hartree-
Fock. En este caso Esim(u) es obtenida con la parametrización simple Esim = Cu
γ donde γ =
0.7−1.0 y C ≈ 32 MeV. La autora concluye que un valor de γ cercano a 0.8 proporciona una
descripción razonable de sus predicciones aunque el uso de diferentes funciones en diferentes
regiones de densidad puede ser mejor para un ajuste óptimo [2]. Los resultados de la Ref. [2]
son bien reproducidos con la parametrización para la enerǵıa simétrica dada por la ecuación
(3-48).
En este trabajo tomaremos el siguiente valor para la función F (u), la cual parametriza la
parte de interacción de la enerǵıa simétrica,
F (u) = u. (3-49)
Esta escogencia también fue tenida en cuenta en muchos trabajos previos para la elaboración
de la EdE de una EN (ver por ejemplo, [49, 72, 73]). En la Figura 3-3, se muestra la gráfica
de Esim(n) para la parametrización utilizada para este trabajo (ver ecuaciones (3-48) y (3-
49)). En la misma figura se ha incluido los resultados recientes en la Ref. [2] los cuales se
encontraron realizando cálculos en la materia nuclear asimétrica. Se puede ver entonces que
la parametrización hecha en [2], corresponde muy bien con la parametrización utilizada aqúı.
En la Figura 3-4 se muestra la enerǵıa promedio por nucleón menos su masa en reposo
tanto para la materia de neutrones pura (E(n, 0)/A−mNc2) como para la materia simétrica
(E(n, 1/2)/A−mNc2), en función de u para la enerǵıa potencial por nucleón de la materia
simétrica dada por la ecuación (3-44) y para la enerǵıa simétrica dada por la ecuación (3-
48). Para el caso simétrico se puede analizar lo siguiente: se puede ver que existe un mı́nimo
en n = n0 = 0,16 fm
−3 con un valor de -16 MeV, lo cual es un hecho fenomenológicamente
correcto [71]. Este mı́nimo corresponde a un estado de equilibrio base a presión cero (recuerde
que la presión está dada por P = n2 ∂(E(n,1/2)/A)
∂n
). En la región u > 1, donde la presión
es positiva, se muestra la enerǵıa promedio por nucleón, menos su masa en reposo, para
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Figura 3-3. Enerǵıa simétrica Esim(n) en función de la densidad numérica bariónica n. Por
comparación se muestran los resultados de la referencia [2].
la materia nuclear simétrica comprimida a una densidad n > n0. En la región u < 1,
donde la presión es negativa, se puede decir que la materia nuclear simétrica es inestable
a esas densidades [65]. La materia podŕıa cavitar, formando burbujas de materia nuclear
normal (con n = n0). También se puede ver que a partir de una densidad numérica de
bariones cercana a los 2.2n0 la enerǵıa promedio por nucleón, menos su masa en reposo, se
hace positiva. Para el caso puro (Yp = 0), contrario a lo que pasa en el caso simétrico, no
aparece ningún mı́nimo en la gráfica, ni tampoco regiones donde la presión sea negativa.
Además se observa que la enerǵıa promedio por nucleón, menos su masa en reposo, es una
función creciente con la densidad numérica de bariones. Este comportamiento para la enerǵıa
promedio por nucleón coincide con el encontrado por R. Silbar y S. Reddy [65] para un
potencial de interacción muy parecido al utilizado aqúı.
En orden a construir la EdE con interacciones nucleares, se necesita la expresión para la
presión. Utilizando las ecuaciones (3-40), (3-42) y (3-7), se encuentra la contribución de los
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Figura 3-4. Enerǵıa promedio por nucleón, menos su masa en reposo, en función de u =
n/n0, para el caso puro (linea continua) y para el caso simétrico (linea punteada). Se puede
ver que para el caso simétrico existe un mı́nimo en n = n0 = 0.16 fm
−3, con un valor de
-16 MeV. Para realizar estas curvas se asumió una compresibilidad nuclear de K(n0) = 240
MeV.
Los electrones, originados de la condición de la materia estable-β, contribuyen también a
la densidad de enerǵıa total y presión total [74]. Para ser mas precisos, los electrones, los
cuales hacen parte de los ingredientes de una EN, se consideran como un gas de Fermi ideal
completamente degenerado. En este caso su contribución a la densidad de enerǵıa total y







[(2z3e + ze)(1 + z
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[(2z3e/3− ze)(1 + z2e)1/2 + sinh−1(ze)], (3-53)
donde λe = ~/mec y ze = (pF )e/mec. Ahora la densidad de enerǵıa total y presión total de
la materia nuclear en equilibrio qúımico y neutra es
εtotal = εb + εe, (3-54)
Ptotal = Pb + Pe. (3-55)
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De las ecuaciones (3-54) y (3-55) se puede construir la EdE en la forma ε(P ). Lo que falta
por determinar es la concentración de protones Yp en la materia estable-β. De la condición
de equilibrio-β dada por la ecuación (3-26), se tiene que
µ̂ = µn − µp = µe, (3-56)
donde µn, µp y µe son los potenciales qúımicos del neutrón, protón y electrón respectivamente.
Dada la densidad de enerǵıa total εb ≡ (nn, np), los potenciales qúımicos del neutrón y del












Es fácil mostrar que después de algunos pasos algebraicos se obtiene






La condición de neutralidad de carga implica que ne = np = nYp o (pF )e = (pF )p. Combi-
nando las ecuaciones (3-40) y (3-58) se obtiene que
µ̂ = 4(1− 2Yp)Esim(n). (3-59)
Finalmente combinando las ecuaciones (3-56) y (3-59) se llega a la siguiente relación









en donde se ha considerado que el potencial qúımico del electrón está dado por la relación√
(pF )ec2 +m2ec
4 ≈ (pF )ec (electrones relativistas). La ecuación (3-60) determina la concen-
tración de protones en función de la densidad numérica de bariones Yp(n) ya que la enerǵıa
simétrica dependiente de la densidad numérica de bariones Esim(n) se conoce. Después de






















Esta expresión para la concentración de protones en función de la densidad numérica de
bariones también fue obtenida en9 [73].
Permı́tanos resaltar lo siguiente, siguiendo a [73], del modelo utilizado aqúı:
9Note que la expresión para la concentración de protones en función de la densidad de bariones encontrada
en [73] no es exactamente igual con la encontrada en este trabajo (Ec. 3-61). Esto se debe simplemente
a un error transcripción cometido por los autores de tal art́ıculo ya que nuestros resultados numéricos
están completamente de acuerdo con los encontrados por ellos.
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El proceso mas poderoso de enfriamiento de una EN es el proceso URCA directo que
involucra nucleones [24, 25, 28]
n→ p + e− + νe, e− + p→ n + νe. (3-63)
Este proceso solo es permitido si la enerǵıa y momentum se conservan simultáneamente
[24, 25]. Esto requiere que la fracción de protones debe ser Yp > 1/9 ' 0,11. En la
Figura 3-5 se muestra la gráfica de la concentración de protones Yp, calculada de la
expresión (3-61), en función de la densidad numérica bariónica n. Se puede ver que
aproximadamente para n > 0.43 la fracción de protones excede el valor cŕıtico URCA
Y URCAp ' 0.11 el cual asegura el comienzo de los procesos URCA.
El presente modelo satisface la causalidad relativista. Esto significa que la velocidad










no supera la velocidad de la luz para ningún valor de la densidad numérica de bariones
presente en una EN. Lo anterior se puede ver en la Figura 3-6. Esto es un tratamiento
básico para cualquier EdE realista, sin tener en cuenta los detalles de las interacciones
entre los constituyentes de la materia o la aproximación de muchos cuerpos [76].
Utilizando las expresiones (3-40), (3-50), (3-52), (3-53) y (3-61) sobre las expresiones (3-54)
y (3-55) es posible encontrar la EdE para una EN de forma numérica. La EdE numérica
para este caso se muestra en la Figura 3-7. Esta EdE es muy parecida en su forma con la
encontrada en [48] en donde los autores utilizaron un potencial de interacción muy similar al
utilizado en este trabajo. De la figura se observa que la EdE con interacciones nucleares difiere
notablemente del caso sin-interacción. También se observa que alrededor de P = 8 × 1030
dinas/cm2 hay un resalto suave en la EdE el cual se debe, según lo discutido en [48], al cambio
de una región dominada por la interacción atractiva a una dominada por la repulsiva: para
presiones por debajo de 8×1030 dinas/cm2 un incremento en la densidad de enerǵıa conduce
a un muy pequeño aumento en la presión lo cual se debe a la parte atractiva de la interacción
para la materia cerca a la densidad de saturación nuclear, mientras que para presiones por
encima de 8× 1030 dinas/cm2 un pequeño aumento en la densidad de enerǵıa conduce a un
fuerte incremento en la presión lo cual se debe a que la parte repulsiva de la interacción llega
a ser dominante. Una EdE con un comportamiento similar al descrito anteriormente se le
conoce en la literatura como una EdE “ŕıgida” y a la encontrada dentro del modelo del gas
de Fermi ideal completamente degenerado (Fig. 3-2) como una EdE “blanda”10 [48, 20, 32].
10Una EdE “blanda” tiene la caracteŕıstica de que describe un medio material que es mas fácil de comprimir
que el de una EdE “ŕıgida”. La relación entre una EdE con la masa máxima soportada por una EN se
fundamenta en que una EdE ŕıgida permite una mayor masa para sostener el colapso gravitacional (ver
caṕıtulo 4).
3.4 Ecuación de estado con interacciones nucleares 33
Figura 3-5. La concentración de protones Yp en función de la densidad numérica bariónica n.
La ĺınea punteada muestra el comienzo del proceso de enfriamiento URCA directo (Yp = 1/9).
Figura 3-6. La razón cs/c en función de la densidad numérica bariónica n.
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Figura 3-7. EdE para la interacción nucleón-nucleón emṕırica, comparada con la de una
gas de npe libres, (a) para el intervalo de presión 1× 1023 ≤ P ≤ 1× 1040 dinas/cm2 y (b)
para el intervalo de presión 1× 1030 ≤ P ≤ 1× 1036 dinas/cm2.
4. Propiedades de estrellas de neutrones
4.1. Propiedades teóricas
Como se discutió en el caṕıtulo 2, para encontrar las propiedades macroscópicas de ENs tales
como sus masas y radios, es necesario integrar numéricamente las ecuaciones de estructura
newtonianas, ecuaciones (2-7) y (2-8), o las TOV, ecuaciones (2-9) y (2-10). Por conveniencia
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Tanto para las ecuaciones de estructura newtonianas, ecuación (4-1), y TOV, ecuación (4-
2), las condiciones de frontera estaŕıan ahora dadas por P̄ (r = 0) = 1 y M̄(r = 0) = 0.
Las cantidades P̄ (r), ε̄(r), M̄(r) son adimensionales. El radio r está medido en km. Mas
espećıficamente:
P̄ (r) = P (r)/Pc, ε̄(r) = ε(r)/Pc, M̄(r) =M(r)/M,
donde Pc = P (r = 0) es la presión central de la estrella, M es la masa del sol, α = GM/c
2
(en km) y β(Pc) = 4πPc/Mc
2 (en km−3).
La integración de las ecuaciones de estructura tanto para el caso newtoniano como para
el caso TOV se hace para una EdE la cual especifica ε̄(P̄ ), con la condición de frontera
P̄ (r = 0) = 1 (o equivalentemente P = Pc), para un valor escogido de la presión central Pc.
La integración numérica comienza desde el centro de la estrella y termina en el radio de la
estrella, definido como el punto donde la presión sea tal que la densidad sea . 7.86 g cm−3,
valor que se espera que corresponda con la superficie de la EN [77]. La masa gravitacional
es entonces dada por M =M(R).
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Para la integración numérica de las ecuaciones de estructura (newtonianas o TOV) se utilizó
el método de Runge Kutta de cuarto orden, con un tamaño de paso adaptativo. El tamaño de
paso se ajusta a la precisión requerida a partir de un cálculo del error local de truncamiento
[78]. B. Datta et al. [77], han encontrado que esto proporciona un método extremadamente
preciso para integrar las ecuaciones de estructura estelar (newtonianas o TOV)1.
4.1.1. Modelo del gas de Fermi ideal completamente degenerado
Estrella de neutrones pura
Utilizando la EdE para una EN compuesta de neutrones libres, obtenida de las ecuaciones
(3-34) y (3-35), y presentada en la Figura 3-2, se procedió a integrar numéricamente las
ecuaciones de estructura newtonianas, dadas por la ecuación (4-1), y las ecuaciones TOV,
dadas por la ecuación (4-2), para una presión central de Pc = 3.3× 1034 dinas/cm2, escogida
arbitrariamente en el regimen relativista, con el fin de ver los efectos de la RG. La integración










Se observa que los efectos de la RG, por medio de las ecuaciones TOV, son cercanos al 30 %
en la masa (disminución respecto al caso newtoniano) y al 10 % en el radio (disminución
respecto al caso newtoniano). Por lo tanto, los efectos de la RG son significativos para la
estructura de esta estrella (estrella de prueba). Como se dijo anteriormente en la introducción
de este trabajo, una EN t́ıpica tiene una masa de aproximadamente 1.4 M, claramente con
una masa superior a la estrella de prueba, y por lo tanto es de esperarse que los efectos
de la RG sean mucho mas grandes para este tipo de estrellas masivas. Es de aclarar que la
presión que tomamos para la estrella de prueba la escogimos arbitrariamente en el regimen
relativista (grandes presiones) ya que, según lo discutido en el caṕıtulo 2, era de esperarse
que la estrella pudiera soportar mas masa y aśı poder darnos una idea de cuanto seŕıan los
efectos de la RG sobre su estructura.
En la Figura 4-1 (a) se muestra la dependencia de la presión P (r) y la masaM(r) en función
de la distancia al centro de la estrella de prueba r, es decir, la presión a una distancia r desde
el centro de la estrella y la masa gravitacional contenida dentro de una esfera de radio r. Se
observa que las curvas dadas por las ecuaciones newtonianas y por las ecuaciones TOV son
muy parecidas en su forma, y coinciden en sus puntos iniciales. Es obvio que esto es aśı ya
que se usaron las mismas condiciones iniciales en ambos casos. Se observa también que la
curva newtoniana siempre está por encima de la curva TOV. Esto se debe a que en la RG la
gravedad (que trata de contraer la estrella) es amplificada por los tres factores de corrección,
1En el apéndice C, se muestra el código numérico implementado en el programa Mathematica que utiliza
este método para la integración de las ecuaciones de estructura newtonianas y TOV.
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Figura 4-1. (a) La presión P (r) y la masa M(r) para una ENP con una presión central
de Pc = 3.3× 1034 dinas/cm2. El resultado de las ecuaciones TOV se compara con el ĺımite
newtoniano. (b) Masas M y radios R para ENPs como función de la presión central Pc. Los
resultados de las ecuaciones TOV se comparan con el ĺımite newtoniano.
positivos y mayores que la unidad, observados en las ecuaciones TOV (ver ecuación 2-9).
Se puede observar que la curvas de presión para el caso newtoniano y para el caso TOV
vaŕıan muy poco en los intervalos 0 ≤ r ≤ 7 km y 0 ≤ r ≤ 8 km, respectivamente, y que
a partir de aproximadamente 12 km son prácticamente iguales. El anterior comportamiento
de la presión y la masa en función de la distancia al centro de la estrella es consistente con
los encontrados en [65, 70] aunque en estos trabajos utilizaron una EdE semi-anaĺıtica.
Integrando numéricamente las ecuaciones de estructura newtonianas y TOV para presiones
centrales desde 1.7 × 1031 dinas/cm2 hasta 3 × 1034 dinas/cm2, se encuentran las masas
M(Pc) y radios R(Pc) para ENPs en equilibrio hidrostático, donde la fuerza que proviene de la
presión de degeneración de los neutrones y la fuerza gravitacional se compensan mutuamente,
las cuales se muestran en la Figura 4-1 (b). De esta figura se puede ver que los efectos de
la RG son despreciables para ENPs con baja masa y llegan a ser mas y mas pronunciados
para ENPs mas masivas, como se debeŕıa de esperar.
En la Figura 4-2 (a) se muestran las mismas cantidades graficadas en la Figura 4-1 (b) pero
sólo para el caso TOV y para un mas amplio rango de presiones centrales, mas espećıficamente
desde 1.7× 1031 dinas/cm2 hasta 1× 1041 dinas/cm2. De esta figura se puede observar que
a medida que la presión central se incrementa a partir de 1.7 × 1031 dinas/cm2, la masa
total que la estrella puede soportar también se incrementa. Y, cuanto mayor sea la masa
de la estrella, más grande es la atracción gravitacional, la cual atrae las capas externas
de la estrella, haciendo que el radio sea menor. Es decir, el aumento de la presión central
corresponde a “subir la curva” de izquierda a derecha de la gráfica. Pero se puede ver que
en un valor central de la presión de, aproximadamente, PEMM ' 3.5 × 1035 dinas/cm2, se
alcanza un valor máximo para la masa de MEMM = 0.712 M correspondiente a un radio
de REMM = 9.14 km, cuyos valores están completamente de acuerdo con un trabajo previo
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Figura 4-2. (a) Masas M y radios R para ENPs en función de la presión central Pc. (b)
Relación masa-radio para ENPs. Las estrellas de baja masa y grandes radios son soluciones de
las ecuaciones TOV para valores pequeños de Pc. La EMM tiene una masa de MEMM = 0.712
M con un radio correspondiente de REMM = 9.14 km y una presión central de PEMM =
3.5× 1035 dinas/cm2.
hecho por I. Sagert et al. en el 2006 [48] y también por los calculados por Oppenheimer
y Volkoff en 1939 [47]. Este máximo en la curva de masa se debe a que inevitablemente
en la secuencia estelar se llega a un punto donde el aumento de la presión central no es lo
suficientemente grande como para contrarrestar el incremento de la atracción gravitacional
generado por el correspondiente incremento en la masa, en consecuencia la curva de masa
alcanza un máximo y posteriormente empieza a decaer2. Se puede ver que este decaimiento
en la curva de masa se frena en una presión de aproximadamente Pc ' 2×1038 dinas/cm2. En
este punto, la curva de masa nuevamente se incrementa hasta alcanzar un segundo máximo
de alrededor de 0.44 M y entonces decrece nuevamente.
Utilizando los valores mostrados en la Figura 4-2 (a) es posible hacer una gráfica paramétrica
de M vs R como una función de la presión central (lo que se conoce como la relación
masa-radio) la cual se muestra en la Figura 4-2 (b). La presión central se incrementa a
lo largo de la curva yendo de derecha a la izquierda de la gráfica. La curva comienza con
grandes radios y pequeñas masas y continua a pequeños radios y grandes masas. Nuevamente
se observa un valor máximo para la masa de MEMM = 0.712 M correspondiente a un
radio de REMM = 9.14 km. Pasando la masa máxima la curva comienza a decrecer con el
radio. Estrellas en esta región se consideran inestables frente al colapso gravitacional hacia
un agujero negro [79]. Para grandes presiones centrales, la curva comienza a enroscarse.
Este comportamiento es t́ıpico para grandes presiones centrales, visto también en muchas
relaciones masa-radio correspondientes a diferentes EdEs. Un análisis detallado para este
2Un mayor análisis del porqué surge una masa máxima en la secuencia estelar, se muestra en la sección B.2
del apéndice B
4.1 Propiedades teóricas 39
Figura 4-3. (a) Relación masa-radio para ENs compuestas de npe libres comparada con la
relación masa-radio para ENs compuestas de neutrones libres. Las estrellas de baja masa y
grandes radios son soluciones de las ecuaciones TOV para valores pequeños de Pc. La EMM,
para la composición npe, tiene una masa deMEMM = 0.6994 M con un radio correspondiente
de REMM = 9.242 km y una presión central de PEMM = 3.408×1035 dinas/cm2. (b) La presión
P (r) y la masa M(r) para la EMM, compuesta de npe libres, con una presión central de
Pc = 3.408× 1035 dinas/cm2.
enroscamiento se encuentra en [79] (ver también [80, 81, 82]).
Por otra parte, realizando un procedimiento similar al hecho anteriormente para el caso
TOV, se procedió a encontrar las masas y radios para ENPs en un amplio rango de presiones
centrales pero para el caso newtoniano. Al momento de graficar los resultados obtenidos,
se obtuvieron gráficas muy parecidas a las mostradas en las Figuras 4-2 (a) y 4-2 (b) y
se encontró una masa máxima de MEMM = 1.65 M, con un radio correspondiente de
REMM = 7.25 km. Las desviaciones de estos valores con respecto a los encontrados en el caso
TOV, MEMM = 0.712 M y REMM = 9.14 km, son aproximadamente del 132 % en la masa y
el 21 % en el radio. Una vez mas, como era de esperarse, las correcciones de la RG son mas que
significativas para estudiar las propiedades de ENs. Debido a esto, en las siguientes secciones
sólo se integrará numéricamente las ecuaciones TOV para encontrar tales propiedades.
Estrella de neutrones con protones y electrones
Utilizando la EdE para una EN compuesta de npe, obtenida de las ecuaciones (3-38) y (3-39),
y presentada en la Figura 3-2, se procedió a integrar numéricamente las ecuaciones TOV
dadas en la ecuación (4-2) para un rango espećıfico de la presión central Pc. La integración
numérica nos arroja las masas y radios los cuales se muestran en la Figura 4-3 (a). Se puede
ver que la forma de la gráfica no cambia, comparado al caso de materia de neutrones libres.
En un valor central de la presión de, aproximadamente, PEMM ' 3.408× 1035 dinas/cm2, se
alcanza un valor máximo para la masa de MEMM = 0.6994 M correspondiente a un radio
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Figura 4-4. (a) Perfil de densidad total para la EMM, compuesta de npe libres, como una
función de r/REMM. (b) Perfil de densidad de neutrones y electrones para la EMM, compuesta
de npe libres, como una función de r/REMM .
de REMM = 9.242 km, cuyos valores están completamente de acuerdo con los obtenidos en
[48]. Las desviaciones de estos valores con respecto a los obtenidos en la sección anterior
para una ENP, MEMM = 0.712 M y REMM = 9.14 km, son aproximadamente del 2 % en la
masa (disminución) y del 1 % en el radio (aumento). Vemos entonces que los efectos de la
inclusión de una fracción de protones y electrones no son tan marcados sobre la estructura
de la estrella, lo cual verifica lo encontrado en [48]. De la Figura 4-3 (a) también se puede
ver que la inclusión de protones y electrones tuvo como consecuencia que la masa máxima
encontrada fuera levemente menor que la masa máxima encontrada para el caso de neutrones
libres. Esto se debe a que la EdE para npe libres es mas “blanda” que la EdE con neutrones
libres, lo cual significa que la presión en el caso de npe libres se incrementa mas lentamente
con la densidad de enerǵıa que para el caso de neutrones libres, como se puede ver en la
Figura 3-2.
En la Figura 4-3 (b) se muestran las distribuciones de presión y masa en función de la
coordenada radial r para la EMM. De la figura se puede ver que la presión disminuye y
que la masa aumenta con el incremento de la coordenada radial hasta alcanzar valores de
P (R) = 4 × 1014 dinas/cm2 y M(R) = M = 0.712 M, respectivamente, en el radio de la
estrella. Es de aclarar que la presión en el radio de la estrella es tal que corresponde, por
medio de la EdE, a una densidad de 9.2 g cm−3, cuyo valor es cercano al valor de 7.86 g cm−3
en donde al principio del caṕıtulo se dijo que la integración numérica se detendŕıa. Utilizando
los valores de la presión que se muestran en la Figura 4-3 (b) y la expresión anaĺıtica de
la presión en función de la densidad numérica bariónica (n) dada por la ecuación (3-39), es
posible encontrar tanto la densidad total (ρ) como las densidades numéricas de los neutrones
(nn) y electrones (ne) en función de (1 − r/REMM), lo cual es uno de los principales logros
de este trabajo. Algunos valores de éstos perfiles de densidad se presentan en la Tabla 4-
1 y se muestran en las Figuras 4-4 (a) y 4-4 (b). De la figura 4-4 (a) se puede ver que
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la densidad total cae muy lentamente desde un valor de 4.089 × 1015 g cm−3, en donde
r/REMM ' 0, hasta un valor de ' 1013 g cm−3, en donde r/REMM ' 0.95 y luego decae
abruptamente hasta llegar a un valor de 9.2 g cm−3 en donde r/REMM = 1. El anterior
comportamiento en la densidad total se encuentra completamente de acuerdo con trabajos
previos en donde se utilizaron EdEs mucho mas sofisticadas que la utilizada aqúı (ver por
ejemplo, [77]) y también corrobora lo que se dijo en la introducción de este trabajo, que la
mayoŕıa de la materia de una EN se encuentra a una densidad del orden de la densidad de
saturación nuclear ρ0 ' 2.8 × 1014g cm−3. De la Figura 4-4 (b) se puede ver que tanto el
perfil de neutrones como el de protones tiene una forma similar al perfil de densidad total
mostrado en la Figura 4-4 (a). También se observa que en el intervalo 0 ≤ r/REMM ≤ 0.97
la densidad numérica de neutrones siempre es mucho mayor que la densidad numérica de
electrones y que la diferencia entre estas se mantiene aproximadamente constante. El hecho
de que haigan muchos mas neutrones que electrones en la gran parte de la estrella es lo que
valida el nombre de estrellas de neutrones para este tipo de objetos estelares. Con la ayuda
de la Tabla 4-1 se puede ver que a medida que la distancia radial r se acerca al radio de
la estrella REMM, tanto la densidad numérica de neutrones como la de electrones empiezan
a decaer muy abruptamente. Muy cerca al radio de la estrella se observa que la densidad
numérica de neutrones se hace nula mientras la densidad numérica de electrones tiene un
valor de 1.2×107NA cm−3, tal resultado era de esperarse según lo discutido en la subsección
3.2.2. Finalmente, en el radio de la estrella la densidad numérica de electrones alcanza un
valor de aproximadamente 9.1NA cm
−3.
4.1.2. Modelo con interacciones nucleares
Utilizando la EdE para una EN compuesta de npe, donde los nucleones interactúan fuerte-
mente, obtenida de las ecuaciones (3-54) y (3-55), y presentada en la Figura 3-7, se procedió
a integrar numéricamente las ecuaciones TOV dadas en la ecuación (4-2) para un rango
espećıfico de la presión central Pc. La integración numérica nos arroja las masas y radios
los cuales se muestran en la Figura 4-5 (a). De la figura se puede identificar una EMM con
una masa de MEMM = 1.977 M y con un radio correspondiente de REMM = 10.489 km,
cuyos valores están completamente de acuerdo con los encontrados por M. Prakash et al.
en 1988 [49]. Si comparamos estos valores con los encontrados en la sección anterior para el
caso no-interactuante (npe libres), MEMM = 0.6994 M y REMM = 9.242 km, se puede ver
que los efectos de incluir la interacción nucleón-nucleón son cercanos al 183 % en la masa
(aumento respecto al caso no-interactuante) y al 14 % en el radio (aumento respecto al caso
no-interactuante). Vemos entonces que las ENs son mucho mas masivas si se tiene en cuenta
la interacción nucleón-nucleón en la EdE que modela la materia en su interior, resultado muy
bien conocido actualmente. Esto se debe a que la EdE con interacciones nucleares es mucho
mas “ŕıgida” que la EdE para el gas de npe libres, lo cual significa que la presión en el caso
interactuante se incrementa mucho mas rápido con la densidad de enerǵıa que para el caso
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Figura 4-5. (a) Relación masa-radio para ENs compuestas de npe interactuantes. Las es-
trellas de baja masa y grandes radios son soluciones de las ecuaciones TOV para valores
pequeños de Pc. La EMM tiene una masa de MEMM = 1.977 M con un radio correspon-
diente de REMM = 10.489 km y una presión central de PEMM = 8.913× 1035 dinas/cm2. (b)
La presión P (r) y la masa M(r) para la EMM, compuesta de npe interactuantes, con una
presión central de Pc = 8.913× 1035 dinas/cm2.
no-interactuante, como se puede ver en la Figura 3-7.
Un hecho interesante que se puede ver en la Figura 4-5 (a), es el comportamiento de la
masa a medida que decrece la presión central. En una cierta región la curva masa-radio
desciende a pequeños radios a medida que la presión y la masa decrecen, hasta que se
alcanza un radio de R ' 8.2 km y una masa de M ' 0.04 M a una presión central de
Pc ' 5.3×1032 dinas/cm2. Pasando este punto, el radio comienza incrementarse nuevamente.
Este comportamiento especial se debe a la EdE que se está utilizando. Analicemos este punto
siguiendo a [48] y retornando nuevamente a la EdE con interacciones nucleares mostrada en
la Figura 3-7: Se puede observar que para presiones por debajo de P ' 8×1030 dinas/cm2, un
incremento en la densidad de enerǵıa conduce a un muy pequeño incremento en la presión.
En esta región de presión una presión central alta puede sólo ser generada por un radio
pequeño a una masa casi invariable. La pendiente de la EdE para presiones por encima del
valor P ' 8 × 1030 dinas/cm2 se puede ver que cambia notablemente, tal que la relación
masa-radio para las correspondientes ENs se ve afectada. Para grandes presiones la presión
se incrementa mucho mas rápido con la densidad de enerǵıa, lo cual resulta en la subida
abrupta de la masa (ver Figura 4-5 (a)). La fuerza repulsiva de la interacción llega a ser
dominante para densidades nucleares por encima de la densidad de saturación nuclear. Ahora
un incremento en la densidad de enerǵıa conduce a un fuerte incremento en la presión y aśı
una masa mas grande puede ser soportada por la estrella.
En la Figura 4-5 (b) se muestran las distribuciones de presión y masa en función de la
coordenada radial r para la EMM. De la figura se puede ver que la presión disminuye y
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Figura 4-6. (a) Perfil de densidad total para la EMM, compuesta de npe interactuantes,
como una función de r/REMM. (b) Perfil de densidad de neutrones y electrones para la EMM,
compuesta de npe interactuantes, como una función de r/REMM . (c) Perfil de densidad total
para una EN, compuesta de npe interactuantes, con M = 1.4 M y R = 12.147 km, como
una función de r/R. (d) Perfil de densidad de neutrones y electrones para una EN, compuesta
de npe interactuantes, con M = 1.4 M y R = 12.147 km, como una función de r/R.
que la masa aumenta con el incremento de la coordenada radial hasta alcanzar valores de
P (R) = 7.304× 1014 dinas/cm2 y M(R) = M = 1.977 M, respectivamente, en el radio de
la estrella. Utilizando los valores de la presión que se muestran en esta figura y la expresión
anaĺıtica de la presión en función de la densidad numérica bariónica (n) dada por la ecuación
(3-55), es posible encontrar tanto la densidad total (ρ) como las densidades numéricas de
los neutrones (nn) y electrones (ne) en función de (1 − r/REMM), donde cabe nuevamente
resaltar que es uno de los logros de este trabajo. Algunos valores de éstos perfiles de densidad
se presentan en la Tabla 4-2 y se muestran en las Figuras 4-6 (a) y 4-6 (b). Se puede ver
que estas figuras son muy parecidas en su forma a las encontradas en la subsección anterior,
salvo que tienen una cáıda mas abrupta cerca a la superficie de la estrella, lo cual se debe a la
EdE utilizada. El anterior comportamiento en la densidad total se encuentra completamente
de acuerdo con los perfiles de densidad encontrados por B. Datta et al. en 1995 [77] para
varias EdEs.
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Otra configuración muy interesante de estudiar es la que corresponde a una masa de M = 1.4
M, ver Figura 4-5 (a), debido a que gran parte de las ENs detectadas tienen masas muy
cercanas a este valor, como se verá en la siguiente sección. Haciendo el mismo procedimiento
hecho para la EMM, se encuentra tanto la densidad total (ρ) como las densidades numéricas
de los neutrones (nn) y electrones (ne) en función de (1− r/REMM). Algunos valores de éstos
perfiles de densidad se presentan en la Tabla 4-3 y se muestran en las Figuras 4-6 (c) y 4-6
(d). Se puede ver que estas figuras son muy parecidas en su forma a las encontradas para la
EMM, pero los valores en los perfiles ahora son un poco mas pequeños. Las tablas mostradas
en esta subsección serán de vital importancia en el estudio de la propagación de neutrinos
en ENs (ver subsección 6.2.3 del caṕıtulo 6).
Es de aclarar que la EdE con interacciones nucleares empleada en este subsección para
encontrar las propiedades de ENs, no es válida para pequeñas presiones y densidades de
enerǵıa. Como se dice en [48], por debajo de la densidad de saturación nuclear no es realista
usar una distribución de materia uniforme de ninguna manera. La formación de núcleos
atómicos y la aparición de posibles fases de mezcla llegan a ser importantes en las capas
externas de la estrella, la aśı llamada coraza de estrellas de neutrones [20]. Para presiones
por debajo de 1033 dinas/cm2 se debe usar una EdE especial que describa la materia en la
coraza. Teniendo en cuenta una EdE realista para la coraza podŕıa desaparecer el resalto visto
en la Figura 3-7 y también el comportamiento especial en la relación masa-radio descrito
anteriormente.
En un trabajo previo hecho por V.P. Sonis et al. en el 2007 [73], se calcularon las propiedades
de ENs integrando numéricamente las ecuaciones TOV y utilizando, para presiones por
encima de ' 1033 dinas/cm2, el mismo modelo de interacción nucleón-nucleón empleado en
este trabajo. El hecho adicional que tuvieron en cuenta fue el de utilizar una EdE realista
para describir correctamente la coraza de la estrella, es decir, para presiones por debajo de
' 1033 dinas/cm2. Los resultados que encontraron para la masa y radio de la EMM fueron:
MEMM = 1.998 M y REMM =11.185 km. Si comparamos estos resultados con los obtenidos
en esta subsección para la EMM, MEMM = 1.977 M y REMM = 10.489 km, en donde se
utilizó la misma EdE en todo el rango de presiones de la estrella, nos podemos dar cuenta
que las desviaciones son menores del 0.6 % en la masa y del 6 % en el radio. Por lo tanto,
los valores para la masa y radio para la EMM encontradas en esta subsección no son muy
lejanos respecto a los encontrados en cálculos mucho mas elaborados.
Finalmente, en la Tabla 4-4 se resumen las propiedades encontradas para la EMM en cada
uno de los casos estudiados en este trabajo.
4.2. Limitaciones observacionales
La masa de una EN en un sistema binario puede ser medida con bastante precisión [83], a
diferencia del radio en donde se tiene grandes incertidumbres, y hasta la fecha se han deter-
minado varias masas de ENs. La información observacional mas reciente, como de noviembre
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del 2010, sobre masas de ENs en sistemas binarios se resume en la Figura 4-7 y la Tabla
4-5. Se observa que hay un amplio soporte observacional de púlsares para ENs con masas
significativamente mas grandes que 1.5 M. La EN mas masiva hasta el momento, medida
con alta precisión, es PSR J1614-2230 con una masa de 1.97 ± 0.04 M [35], cuyo valor se
posiciona como el nuevo valor mı́nimo de la masa máxima de una EN. Referente a las ENs
con posibles masas superiores a la masa de PSR J1614-2230, J.M Lattimer y M. Prakash
han advertido en [3] que se debe de tener bastante precaución en tomar como verdaderas sus
masas debido a las incertidumbres en sus medidas.
A la luz del nuevo ĺımite mı́nimo para la masa máxima de una EN, 1.97 M, veamos sus
consecuencias sobre los resultados teóricos obtenidos en este trabajo.
Para la EdE con npe, dentro del modelo de Fermi ideal completamente degenerado, se hab́ıa
obtenido una EMM, en el caso TOV, con una masa de 0.6994 M. Se puede ver entonces
que este modelo es incapaz de predecir el nuevo limite mı́nimo, observacional, para la masa
máxima de una EN. Esto quiere decir que de ninguna manera se pueden despreciar los efectos
de las interacciones nucleares entre nucleones con el fin de obtener un valor real para la masa
de la EMM.
Por otro lado, para la EdE con interacciones nucleares se hab́ıa obtenido una EMM, en el
caso TOV, con una masa de aproximadamente 1.98 M. Se puede ver entonces que este
modelo śı logra predecir el nuevo ĺımite mı́nimo, observacional, para la masa máxima de
una EN. Esto quiere decir que la EdE con interacciones nucleares utilizada en este trabajo
para modelar la materia en el interior de una EN, es válida a la luz de las nuevas medidas
observacionales de masas de ENs.
Para finalizar, permı́tanos aclarar lo siguiente. A pesar de que Demorest et al. [35] afirman
que con el actual valor mı́nimo de la masa máxima de una EN, 1.97 M, se descarta la
existencia de materia extraña (tal como hiperones, bosones o quarks libres) en el interior
mas profundo de una EN, ya que modelos con tales part́ıculas no logran predecir el actual
valor mı́nimo de la masa máxima, no es muy claro que esto sea aśı ya que es relativamente
fácil ajustar los parámetros que controlan la fuerza de interacción entre las part́ıculas en
modelos exóticos de tal manera que se adapten a las actuales medidas observacionales de
masas. Para descartar plenamente estos modelos exóticos es necesario saber con exactitud
los radios de las ENs, en lo cual hasta hace muy poco se está trabajando arduamente.
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Tabla 4-1. Perfil densidad total y de part́ıculas para la EMM, para la EdE del modelo de
Fermi, con MEMM = 0.6994 M y REMM = 9.242 km. Los numeros siguientes de la letra E
representan potencias de diez y la cantidad NA = 6.02× 1023 es el número de Avogadro.
1− r/REMM ρ (g cm−3) ne (NAcm−3) nn (NAcm−3)
9.99892E-01 4.089E+15 1.069E+14 3.321E+15
8.75146E-01 3.738E+15 9.396E+13 3.064E+15
6.32201E-01 1.922E+15 3.452E+13 1.668E+15
3.83832E-01 5.417E+14 4.228E+12 5.047E+14
2.94534E-01 2.941E+14 1.435E+12 2.796E+14
2.21463E-01 1.612E+14 4.829E+11 1.553E+14
1.63027E-01 8.891E+13 1.626E+11 8.650E+13
1.17675E-01 4.928E+13 5.534E+10 4.824E+13
5.84655E-02 1.527E+13 6.898E+09 1.505E+13
4.04732E-02 8.520E+12 2.593E+09 8.415E+12
1.88854E-02 2.660E+12 4.483E+08 2.633E+12
1.27412E-02 1.488E+12 2.124E+08 1.473E+12
8.51309E-03 8.321E+11 1.114E+08 8.245E+11
5.61597E-03 4.656E+11 6.503E+07 4.614E+11
2.30235E-03 1.458E+11 2.999E+07 1.445E+11
1.38424E-03 8.158E+10 2.319E+07 8.087E+10
7.72811E-04 4.564E+10 1.919E+07 4.524E+10
1.80089E-04 1.425E+10 1.518E+07 1.411E+10
7.57080E-05 7.919E+09 1.417E+07 7.839E+09
3.01366E-05 4.352E+09 1.350E+07 4.302E+09
4.47290E-06 1.109E+09 1.271E+07 1.087E+09
1.70546E-06 2.547E+08 1.239E+07 2.402E+08
1.43564E-06 1.231E+07 1.221E+07 0.000E+00
6.49111E-07 7.039E+06 6.984E+06 0.000E+00
9.38794E-08 1.881E+06 1.867E+06 0.000E+00
1.35708E-08 5.322E+05 5.282E+05 0.000E+00
1.96161E-09 1.574E+05 1.562E+05 0.000E+00
7.45783E-10 8.660E+04 8.595E+04 0.000E+00
4.09837E-11 1.479E+04 1.468E+04 0.000E+00
5.92382E-12 4.602E+03 4.568E+03 0.000E+00
8.56093E-13 1.437E+03 1.427E+03 0.000E+00
1.77636E-14 1.407E+02 1.397E+02 0.000E+00
2.33147E-15 4.318E+01 4.286E+01 0.000E+00
0.00000E+00 9.201E+00 9.132E+00 0.000E+00
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Tabla 4-2. Perfil densidad total y de part́ıculas para la EMM, para la EdE con interacciones
nucleares, con MEMM = 1.977 M y REMM = 10.489 km. Los numeros siguientes de la letra
E representan potencias de diez y la cantidad NA = 6.02× 1023 es el número de Avogadro.
1− r/REMM ρ (g cm−3) ne (NAcm−3) nn (NAcm−3)
9.99905E-01 2.572E+15 4.064E+14 1.474E+15
6.31385E-01 1.955E+15 2.963E+14 1.238E+15
3.81025E-01 1.181E+15 1.519E+14 8.745E+14
2.35342E-01 7.547E+14 7.503E+13 6.216E+14
8.22146E-02 3.464E+14 1.690E+13 3.199E+14
1.50634E-02 1.315E+14 1.880E+12 1.280E+14
9.29997E-03 9.939E+13 9.648E+11 9.736E+13
4.93571E-03 5.893E+13 2.753E+11 5.807E+13
3.65080E-03 1.054E+13 4.762E+09 1.044E+13
2.80690E-03 3.976E+12 5.204E+08 3.941E+12
2.05947E-03 1.859E+12 9.625E+07 1.843E+12
1.47327E-03 9.309E+11 2.130E+07 9.233E+11
1.03617E-03 4.829E+11 5.195E+06 4.791E+11
4.96789E-04 1.375E+11 3.645E+05 1.364E+11
3.38671E-04 7.457E+10 1.018E+05 7.400E+10
2.23938E-04 4.074E+10 2.908E+04 4.043E+10
1.40139E-04 2.237E+10 8.463E+03 2.220E+10
5.23128E-05 6.820E+09 7.457E+02 6.768E+09
2.82561E-05 3.780E+09 2.246E+02 3.752E+09
5.69210E-06 1.168E+09 2.080E+01 1.159E+09
2.27412E-06 6.502E+08 6.378E+00 6.453E+08
8.82078E-07 3.624E+08 1.963E+00 3.597E+08
1.28881E-07 1.128E+08 1.877E-01 1.120E+08
4.90550E-08 6.302E+07 5.825E-02 6.255E+07
7.09486E-09 1.968E+07 5.636E-03 1.953E+07
1.02561E-09 6.151E+06 5.480E-04 6.105E+06
1.48247E-10 1.924E+06 5.352E-05 1.910E+06
2.14282E-11 6.023E+05 5.260E-06 5.977E+05
3.09708E-12 1.886E+05 5.261E-07 1.872E+05
4.47531E-13 5.906E+04 5.581E-08 5.861E+04
6.46150E-14 1.851E+04 7.102E-09 1.837E+04
9.21485E-15 5.805E+03 1.316E-09 5.762E+03
1.33227E-15 1.872E+03 3.744E-10 1.858E+03
0.00000E+00 3.014E+02 7.205E-11 2.991E+02
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Tabla 4-3. Perfil densidad total y de part́ıculas para una EN, para la EdE con interaccio-
nes nucleares, con M = 1.4 M y R = 12.147 km. Los numeros siguientes de la letra E
representan potencias de diez y la cantidad NA = 6.02× 1023 es el número de Avogadro.
1− r/R ρ (g cm−3) ne (NAcm−3) nn (NAcm−3)
9.99918E-01 8.162E+14 8.556E+13 6.613E+14
3.35659E-01 4.841E+14 3.335E+13 4.299E+14
6.27864E-02 1.784E+14 3.850E+12 1.720E+14
1.59783E-02 7.900E+13 5.564E+11 7.764E+13
1.03706E-02 4.675E+13 1.580E+11 4.613E+13
9.19597E-03 1.556E+13 1.174E+10 1.540E+13
7.28089E-03 5.062E+12 8.954E+08 5.016E+12
5.44426E-03 2.353E+12 1.618E+08 2.332E+12
3.95050E-03 1.189E+12 3.626E+07 1.180E+12
2.80488E-03 6.261E+11 9.060E+06 6.211E+11
1.95419E-03 3.374E+11 2.421E+06 3.348E+11
8.88924E-04 1.021E+11 1.959E+05 1.013E+11
5.71995E-04 5.691E+10 5.808E+04 5.648E+10
3.50404E-04 3.189E+10 1.756E+04 3.165E+10
2.00947E-04 1.795E+10 5.388E+03 1.782E+10
5.08085E-05 5.740E+09 5.249E+02 5.696E+09
2.24011E-05 3.256E+09 1.659E+02 3.232E+09
9.32851E-06 1.850E+09 5.278E+01 1.837E+09
1.50151E-06 5.998E+08 5.419E+00 5.953E+08
5.94803E-07 3.419E+08 1.746E+00 3.394E+08
2.35071E-07 1.951E+08 5.643E-01 1.936E+08
3.66334E-08 6.360E+07 5.933E-02 6.312E+07
1.44568E-08 3.634E+07 1.929E-02 3.606E+07
2.25114E-09 1.187E+07 2.046E-03 1.178E+07
8.88299E-10 6.788E+06 6.676E-04 6.737E+06
1.38315E-10 2.221E+06 7.127E-05 2.204E+06
2.15364E-11 7.267E+05 7.649E-06 7.213E+05
3.35343E-12 2.379E+05 8.319E-07 2.361E+05
1.32316E-12 1.361E+05 2.778E-07 1.351E+05
5.22138E-13 7.791E+04 9.439E-08 7.732E+04
8.12683E-14 2.553E+04 1.221E-08 2.534E+04
1.25455E-14 8.346E+03 2.126E-09 8.283E+03
1.88738E-15 2.723E+03 5.494E-10 2.702E+03
0.00000E+00 3.091E+02 7.364E-11 3.069E+02
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Tabla 4-4. Propiedades de la EMM en cada uno de los casos estudiados.
Composiciones Ecuaciones M(M) R(km) Pc(dinas cm
−2) ρc(g cm
−3)
gas de neutrones Newt. 1.65 7.25 6.33× 1036 3.65× 1016
libres TOV 0.712 9.14 3.50× 1035 4.10× 1015
gas de npe libres TOV 0.699 9.24 3.41× 1035 4.09× 1015
gas de npe interactuantes TOV 1.98 10.49 8.91× 1035 2.57× 1015
50 4 Propiedades de estrellas de neutrones
Figura 4-7. Tabla de masas (con barras de error) de ENs conocidas. Las referencias en
paréntesis se pueden identificar en la Tabla 4-5. Figura adaptada de [3].
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Tabla 4-5. Mediciones de masas de ENs, actualizadas hasta el 10 de Noviembre del 2010,
con incertidumbres a 1σ. Las letras de referencia corresponden a la Figura 4-7. Para cada
grupo, se indica la media y la media ponderada. Tabla adaptada de [3].
Objeto Masa(M) Referencia Objeto Masa(M) Referencia
Binarias Rayos-X/Opticas (media=1.609 M, media ponderada=1.393 M)
4U1700− 377 2.44+0.27−0.27 a [84] Vela X-1 1.86+0.16−0.16 b,c [85, 86]
Cyg X-2 1.71+0.21−0.21 d [87] 4U1538-52 0.96
+0.19
−0.16 k [88]
SMC X-1 1.06+0.11−0.10 E [89] LMC X-4 1.25
+0.11
−0.10 E [89]
Cen X-3 1.34+0.16−0.14 E [89] Her X-1 1.47
+0.12
−0.18 k [88]
XTE J2123-058 1.53+0.30−0.42 l [90, 91] 2S 0921-630 1.4
+0.1
−0.1 F [92]
4U 1822-371 1.96+0.36−0.35 n [93] EXO 1722-363 1.545
+0.465
−0.465 f [94]
B1957+20 2.39+0.36−0.29 Q [95]
Binarias EN - EN (media=1.325 M, media ponderada=1.403 M)
J1829+2456 1.338+0.002−0.338 z [96] J1829+2456 (c) 1.256
+0.346
−0.003 z [96]
J1811-1736 1.608+0.066−0.608 A [97] J1811-1736 (c) 0.941
+0.787
−0.021 A [97]
J1906+07 1.694+0.012−0.694 B [98] J1906+07 (c) 0.912
+0.710
−0.004 B [98]
J1518+4904 0.72+0.51−0.58 C [99] J1518+4904 (c) 2.00
+0.58
−0.51 C [99]
1534+12 1.3332+0.0010−0.0010 K [100] 1534+12 (c) 1.3452
+0.0010
−0.0010 K [100]
1913+16 1.4398+0.0002−0.0002 q [101] 1913+16 (c) 1.3886
+0.0002
−0.0002 q [101]
2127+11C 1.358+0.010−0.010 x [102] 2127+11C (c) 1.354
+0.010
−0.010 x [102]
J0737-3039A 1.3381+0.0007−0.0007 i [103] J0737-3039B 1.2489
+0.0007
−0.0007 i [103]
J1756-2251 1.312+0.017−0.017 J [104] J1756-2251 (c) 1.258
+0.017
−0.017 J [104]
Binarias EN - Enana Blanca (media=1.599 M, media ponderada=1.362 M)
B2303+46 1.38+0.06−0.10 e [105] J1012+5307 1.68
+0.22
−0.22 m [106]
J1713+0747 1.53+0.08−0.04 r [107, 108] B1802-07 1.26
+0.08
−0.17 e [105]
B1855+09 1.57+0.12−0.11 g [109, 108] J0621+1002 1.70
+0.10
−0.17 y [110]
J0751+1807 1.26+0.14−0.14 y [110] J0437-4715 1.76
+0.20
−0.20 p [111]
J1141-6545 1.27+0.01−0.01 j [112] Ter 5 I 1.874
+0.32
−0.068 t [113]
Ter 5 J 1.728+0.066−0.136 t [113] J1909-3744 1.47
+0.03
−0.02 u [114]
J0024-7204H 1.41+0.04−0.08 w [115] B1802-2124 1.24
+0.11
−0.11 R [116]
J0514-4002A 1.497+0.008−0.497 D [117] B1516+02B 2.08
+0.19
−0.19 I [118]
J1748-2021B 2.74+0.21−0.21 H [119] J1750-37A 1.26
+0.39
−0.39 H [119]
J1738+0333 1.55+0.55−0.55 L [120] J1911-5958A 1.34
+0.08
−0.08 O [121]
J1614-2230 1.97+0.04−0.04 P [35] J1045-4509 < 1.48 e [105]
J1804-2718 < 1.70 e [105] J2019+2425 < 1.51 h [122]
Binarias EN - Secuencia Principal
J0045-7319 1.58+0.34−0.34 M [123] J1903+0327 1.67
+0.01
−0.01 N [124]
5. La f́ısica del neutrino
En este caṕıtulo se comienza con algunos aspectos históricos de la f́ısica del neutrino. Poste-
riormente, se mencionan algunas propiedades básicas de los neutrinos y se discute los posibles
términos de masa para los neutrinos en un modelo electrodébil Glashow-Weinberg-Salam ex-
tendido. Finalmente, se discute el famoso mecanismo “see-saw” para la generación de masa
del neutrino. Este mecanismo conecta la pequeñez de las masas de neutrinos con la posible
violación de la conservación del número leptónico a una escala de enerǵıa muy grande.
En el siguiente caṕıtulo se discutirá uno de los principales tópicos de esta tesis, las oscilaciones
de neutrinos tanto en el vaćıo como en un medio.
Los lectores interesados en profundizar mas en resultados y detalles pueden remitirse a los
siguientes textos [125, 126, 127, 128, 129, 19, 5, 130], tesis [131, 132, 133, 134, 135], y art́ıculos
bases [136, 137, 138, 139, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153,
154, 155, 156, 157].
5.1. Algunos aspectos históricos del neutrino
En 1914, James Chadwick hizo experimentos que demostraron que el espectro del decaimiento-
β1 era continuo y no discreto, como podŕıa ser esperado [158]. Esto significaba que parte de la
enerǵıa se perdia y esto era bastante sorprendente ya que tanto el espectro α como el γ eran
únicos en enerǵıa. Este sorprendente resultado fue posteriormente confirmado en 1927 por
C.D. Ellis y B.A Wooster [159]. Seguidamente, Lise Meitner [160] demostró que la enerǵıa
perdida no podia ser atribuida a rayos-γ neutros, lo cual condujo a la idea que la enerǵıa
perdida podia ser explicada por la existencia de una nueva part́ıcula o, como N. Bohr sugirió,
quizás la conservación de la enerǵıa era útil solo en un sentido estad́ıstico.
Con el objetivo de remediar este serio problema aśı como el problema de esṕın estad́ıstica en
el decaimiento-β, Wolfgang Pauli propuso, en una carta abierta a una conferencia de F́ısica
en Tübingen el 4 de diciembre de 1930, dirigido a “Dear Radioactive Ladies and Gentlemen”,
que la existencia de un fermión neutro débilmente interactuante emitido en el decaimiento-β
podŕıa resolver los problemas (ver [161]). Él le llamo a este fermión neutro un neutrón, con
masa del orden del electrón y con un poder de penetración de tal vez un orden de magnitud
mas fuerte que el fotón. Este fue el nacimiento de la f́ısica del neutrino, a pesar que Pauli
1La reacción del decaimiento-β es: n→ p+e−+νe donde n es un neutrón, p es un protón, e− es un electrón,
y νe es un antineutrino electrónico.
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llamó al neutrino el neutrón.
En Junio de 1931, durante una conferencia en Pasadena, Pauli desarrollo sus ideas en una
charla. En el año siguiente, en 1932, Chadwick descubrió el neutrón como se conoce hoy en d́ıa
[162], y en 1933, Enrico Fermi le llamó al neutrón de Pauli el neutrino para distinguirlo del
neutrón de Chadwick. La primera publicación de referencia al neutrino está en el Proceedings
of the Solvay Conference de octubre de 1933. También en 1933, Fermi [163] y Francis Perrin
[164] independientemente concluyeron que el neutrino podŕıa ser sin masa!. En 1934, Fermi
construyo su famosa teoŕıa del decaimiento-β [165, 166], ahora conocida como la teoŕıa de







donde GF es la constante de acoplamiento de Fermi y ψi = ψi(x), i = n, p, e, ν son los campos
fermiónicos.
A pesar del notable éxito de la teoŕıa de Fermi (en donde pocos dudaban de la existencia
del neutrino), ningún neutrino se hab́ıa observado en las interacciones, en parte debido a
la fuerte predicción en las interacciones hecha por Hans A. Bethe y Rudolf Peierls, quienes
afirmaron en 1934 que nunca podŕıa ser observado [167].
En 1946, Bruno Pontecorvo propuso que los neutrinos podŕıan ser detectados a través de la
siguiente reacción [168]
νe +
37 Cl→ e− +37 Ar.
Esta propuesta no fue publicada; la razón del porqué no es clara. En 1949, G.C. Hanna y
Pontecorvo previeron la primera medida de la masa del neutrino [169]. En 1955, Raymond
Davis, Jr. prueba que el antineutrino electrónico es diferente del neutrino electrónico.
A principios de la década de 1950, Frederick Reines, y Clyde L. Cowan buscaron una manera
de medir el decaimiento-β inverso2, en el cual un antineutrino puede producir un positrón.
Después de considerar muchos métodos, incluyendo una explosión nuclear, ellos se centraron
en el uso del gran flujo de antineutrinos de un reactor nuclear y 10 toneladas de equipos,
incluyendo 1400 litros de ĺıquido centelleante. Este experimento hab́ıa sido propuesto por ellos
mismos tres años antes [170, 171] y fue el primer experimento reactor-neutrino. En Junio
de 1956, finalmente descubrieron el antineutrino electrónico [172, 173] e inmediatamente
(sobre el 14 de Junio de ese mismo año) le enviaron un telegrama a Pauli, en el cual le
informaban acerca de su descubrimiento. El telegrama comenzaba “We are happy to inform
you that we have definitely detected neutrinos...” (estamos felices de informarte que hemos
definitivamente detectado neutrinos...). El resto del informe esta dado en [174]. A Reines le
fue otorgado el premio Novel 40 años después!.
En 1957, C.S Wu publico los resultados de un experimento bastante dificultoso en donde se
usaba Co60 polarizado [175]. Ella observo una asimetŕıa en la dirección de electrones emitidos
2La reacción del decaimiento-β inverso es: νe+p→ e+ + n donde νe es un antineutrino electrónico, p es un
protón, e+ es un positrón y n es un neutrón.
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en el decaimiento-β de su isótopo. Esto probaba que la paridad no se estaba conservando en el
decaimiento-β. Este resultado estaba estrechamente unido a lo que encontraron Goldhaber,
Grodzins y Sunyar, también en 1957, llamado los neutrinos de mano izquierda [176]. Ellos
usaron Eu15263 que tiene esṕın nulo y paridad impar. Por la captura electrónica del orbital-K,
este isótopo decae hacia un estado excitado en la forma Eu15262 y emite un neutrino en el
proceso. Este estado excitado decae hacia un estado base emitiendo un fotón de la misma
helicidad que el neutrino. Goldhaber, Grodzins y Sunyar midieron la polarización circular
de estos fotones. Basados sobre este medida, ellos encontraron que sus resultados apuntaban
hacia un 100 % de helicidad negativa de los neutrinos, es decir, todos los neutrinos en su
experimento eran de mano izquierda.
A pesar de que la mayoŕıa de la comunidad cient́ıfica en ese tiempo pensaba que los neutrinos
no tenian masa (esta era la sabiduŕıa aceptada durante el desarrollo temprano de la f́ısica del
neutrino), Pontecorvo propuso el fenómeno de oscilaciones de neutrinos en 1957 en analoǵıa
con las oscilaciones observadas en el sistemaK0−K0 del kaon neutro [177, 178, 179], en el cual
el numero cuántico de extrañez esta oscilando. Oscilaciones de sabores de neutrinos fueron
entonces primeramente introducidas en 1962 por Z. Maki, M. Nakagava y S. Sakata en la
forma de mezcla de neutrinos de dos sabores3 [180]. Sin embargo, esta fue una vaga sugerencia
del presente entendimiento de oscilaciones de neutrinos [5]. Oscilaciones de neutrinos será
desarrollada en mas detalle en el caṕıtulo 6.
En 1962, un segundo neutrino, el neutrino muónico, fue detectado en el Brookhaven National
Laboratory, Upton, Nueva York por el grupo de L.M Lederman, M. Schwartz, y J. Steinberg
[181]. El segundo neutrino hab́ıa sido predicho mucho tiempo atrás, 1946, por S. Sakata y
T. Inoue [182].
En los 1960s, el experimento Homestake localizado en la mina Homestake en el sur de Da-
kota en los Estados unidos y conducido por R. Davis fue el primer experimento en detectar
neutrinos del sol. Se usaron las predicciones del flujo solar calculadas por J.N. Bahcall (ver
[183]) para predecir el numero de neutrinos solares que debeŕıan ser observados. El experi-
mento consist́ıa de un tanque de percloroetileno el cual conteńıa cloro. Al ser golpeado por
un neutrino, el cloro se convierte en Argón. Las part́ıculas de Argon fueron entonces extráı-
das y contadas y se encontró sobre un periodo de muchos años que el numero de neutrinos
detectados era aproximadamente un tercio del numero predicho de neutrinos [184]. Esta ob-
servación llego a ser conocida como el problema de neutrinos solares y fue confirmada por
posteriores experimentos [185, 186, 187, 188].
En los 1980s, el experimento IMB, y el experimento Kamiokande II, ambos grandes detecto-
res Cherenkov de agua en el subsuelo, encontraron, para sorpresa de la comunidad cient́ıfica,
un deficit de neutrinos muónicos producidos como un resultado de las interacciones de rayos
cósmicos en la atmósfera [189, 190]. Esto llego a ser conocido como el déficit de neutri-
nos atmosféricos. En 1998, la colaboración Super-Kamiokande presentó datos de 535 dias
3Un importante hecho de oscilaciones de neutrinos es que para que existan, los neutrinos tienen que tener
alguna masa (aunque sea muy pequeña).
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de exposición y concluyeron que, como una función del ángulo y del momentum, el déficit
observado de neutrinos muónicos comparado a neutrinos electrónicos atmosféricos es consis-
tente con oscilaciones de neutrinos muónicos a neutrinos tauónicos 4 [192], aśı resolvieron
este deficit observado.
Un momento crucial en la f́ısica del neutrino se presentó en 1987 con la explosión de la
supernova 1987A en la Gran Nube de Magallanes en las afueras de nuestra galaxia. Esta
supernova fue un golpe incréıble de suerte y a partir de ese momento comenzó una nueva
era de la astronomı́a del neutrino, que esta en sus inicios pero que ya ha producido nume-
rosos experimentos que están actualmente en marcha. Cuando ocurrió la supernova 1987A,
los experimentos IMB y Kamiokande II estaban tomando datos. Durante la explosión de
supernova, un gran flujo de neutrinos fueron expulsados y ambos experimentos detectaron
neutrinos. El experimento IMB detectó 8 eventos de neutrinos dentro de un intervalo de
tiempo de 6 segundos y dentro del rango de enerǵıa visible de 20-40 MeV [9]. El experimento
Kamiokande II detectó 11 eventos dentro de una ventana de tiempo de 13 segundos y con
un rango de enerǵıa visible de 7.5-36 MeV [8]. Fue posible reconstruir el origen de 2 de los
11 eventos en la dirección general de la Gran Nube de Magallanes.
Solo fue hasta muy poco (en el 2001) que el experimento Sudbury Neutrino Observatory
(SNO), en Canada, resolvió el problema de neutrinos solares. El SNO usó un detector Che-
renkov de agua pesada localizado a ∼ 2000 m por debajo de la tierra para llevar a cabo
sus observaciones. Este experimento resolvió el problema detectando tanto los neutrinos
electrónicos solares los cuales crean electrones cuando interactúan con el agua pesada del de-
tector, y las interacciones de dispersion elástica en las cuales neutrinos muónicos y tauónicos
pod́ıan también participar y aśı proporcionando mas sensibilidad a sabores de neutrinos no-
electrónicos. Cuando los datos fueron analizados, encontraron que el flujo de neutrinos solares
podia ser calculado y estaba de acuerdo con la hipótesis de que los neutrinos electrónicos
oscilaban hacia otros sabores de neutrinos en el interior solar debido al efecto de conversión
resonante Mikheyev-Smirnov-Wolfeinstein (MSW) [13, 14, 15, 16, 17, 18]. El modelo solar
por Bahcall y otros [183, 193, 194, 195, 196] ha sido el Modelo Solar Estándar el cual puede
ahora ser utilizado para la investigación de otras propiedades solares. El experimento reactor
long-baseline KamLAND ha confirmado los valores de los parámetros de oscilación obtenidos
de un análisis global de los datos de todos los experimentos de neutrinos solares [197].
5.2. Propiedades básicas de neutrinos
Los neutrinos son fermiones eléctricamente neutros con esṕın 1
2
. El Lagrangiano de Dirac
que describe un neutrino libre ν está dado por
Lν = ψν(i/∂ −mν14)ψν , (5-1)
4En el verano del 2000, el grupo DONUT, en colaboración con Fermilab [191] anunciaron el descubrimiento
del neutrino tauónico.
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donde ψν ≡ ψν(x) es el campo de Dirac de cuatro componentes, ψν ≡ ψ†νγ0, mν es la masa
del neutrino, y /∂ ≡ γµ∂µ. (Ver apéndice A para las propiedades de las matrices γ.). Usando










la ecuación de movimiento para el neutrino de Dirac seria
(i/∂ −mν14)ψν(x) = 0. (5-3)
La ecuación (5-3) es llamada la ecuación de Dirac [198, 199] para el neutrino. La ecuación
variacional de Euler-Lagrange para ψν nos da el conjugado Hermitiano de la ecuación de
Dirac
i∂µψν(x)γ
µ +mνψν(x) = 0. (5-4)















donde p y s denota el momentum y el esṕın, respectivamente, y Ep ≡
√
m2ν + p
2. Aqúı, asp y
bs †p son los operadores aniquilación del neutrino y creación del antineutrino, respectivamente,
los cuales satisfacen las relaciones de anti-conmutación canónicas
{asp, a
s′ †




p′ } = (2π)
3δ(3)(p− p′)δss′ , (5-6)
{asp, as
′
p′} = {bsp, bs
′
p′} = {asp, bs
′
p′} = {asp, b
s′ †
p′ } = 0. (5-7)
Similarmente, as †p y b
s
p son los operadores creación del neutrino y aniquilación del antineu-
trino, respectivamente. En la ecuación (5-5), us(p) y vs(p) son los espinores de Dirac de
cuatro componentes, los cuales son las soluciones de
(/p−mν14)us(p) = 0, (5-8)
(/p+mν14)v
s(p) = 0, (5-9)
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donde σ ≡ (12,σ) y σ̄ ≡ (12,−σ) y ξ y η son los espinores de Dirac de dos componentes











(esṕın hacia abajo a
lo largo del eje-3), los cuales son estados propios de σ3. Para el antineutrino el esṕın f́ısico










corresponde al esṕın hacia abajo.
Las soluciones (5-10) y (5-11) son estados propios del operador helicidad








hus(p) = sus(p) ≡ λhus(p), (5-14)
−hvs(p) = svs(p), (5-15)
sea el neutrino masivo o no. Una part́ıcula (un neutrino) con λh =
1
2
es llamada de mano
derecha, mientras una con λh = −12 es llamada de mano izquierda. La helicidad de una
part́ıcula es la proyección de su esṕın a lo largo de la dirección de su movimiento y para una
part́ıcula masiva esta depende del sistema coordenado inercial, ya que uno puede siempre
pasarse a un sistema en el cual su momentum está en la dirección opuesta (pero su esṕın
queda sin ningún cambio). Para una part́ıcula sin masa, la cual se propaga a la velocidad de
la luz, esto no es posible.
Los campos quirales o los campos de Weyl, ψν,L (neutrino de mano izquierda) y ψν,R (neutrino
de mano derecha), estan definidos como

























donde χL y χR son los campos quirales de dos componentes. Los operadores PL y PR son los
aśı llamados operadores de proyección o proyectores y satisfacen P 2C = PC , donde C = L,R,
PLPR = PRPL = 0, y PL + PR = 14. Además, de propiedades de γ
5, se mantiene tanto para
PL como para PR que P
†
C = PC , donde C = L,R, y PLγ
µ = γµPR, donde µ = 0, 1, 2, 3. Por
construcción, es claro que
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Tabla 5-1. Numeros leptónicos para diferentes part́ıculas.
Part́ıculas Le Lµ Lτ
e−, νe (e
+, ν̄e) 1 (−1) 0 0
µ−, νµ (µ
+, ν̄µ) 0 1 (−1) 0
τ−, ντ (τ
+, ν̄τ ) 0 0 1 (−1)
Otras part́ıculas 0 0 0
y ya que (γ5)2 = 14, se tiene que
γ5ψν,L = −ψν,L, (5-19)
γ5ψν,R = ψν,R, (5-20)
lo cual significa que los campos quirales son campos propios de γ5.
En la representación quiral y en términos de los campos quirales de dos componentes, la
ecuación de Dirac puede ser escrita como
(i/∂ −mν14)ψν =
(
−mν12 iσ · ∂






Los campos χL y χR están mezclados por la masa del neutrino en la ecuación de Dirac. Pero
si uno toma mν = 0, entonces las ecuaciones para χL y χR se desacoplan:
iσ · ∂χL = 0, (5-22)
iσ · ∂χR = 0. (5-23)
Estas ecuaciones son llamadas las ecuaciones de Weyl.
A continuación, discutamos un poco el concepto de numeros leptónicos. Sea n el numero
de generaciones leptónicas (sabores de neutrinos). Con cada generación leptónica l (l =
e, µ, τ, . . . ) hay un numero leptónico (cuántico) asociado Ll. El leptón cargado y su corres-
pondiente neutrino tienen Ll = 1, mientras las antipart́ıculas, el antileptón y el antineutrino,
tienen Ll = −1. El numero leptónico de todas las otras part́ıculas es igual a cero. Ver la
Tabla 5-1 para las tres generaciones de leptones t́ıpicas (l = e, µ, τ). En el modelo estándar
de part́ıculas elementales (ME) [200, 201, 202], el numero leptónico se conserva en todas las
interacciones y reacciones. Sin embargo, la mezcla de neutrinos y oscilaciones de neutrinos
no conservan los numeros leptónicos como se verá en el caṕıtulo 6.
Generalmente, los términos de masa para neutrinos no conservan los numeros leptónicos.
Hay dos posibilidades para neutrinos masivos:
1. En el caso que el numero leptónico total L = Le + Lµ + Lτ se conserve, entonces los
neutrinos son part́ıculas de Dirac de cuatro componentes.
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2. En el caso que no se conserve el numero leptónico Ll, l = e, µ, τ entonces los neutrinos
son part́ıculas de Majorana de dos componentes.
Para lo que sigue en esta tesis, usaremos la siguiente notación para los campos de neutrinos:
ν ≡ ψν , νL ≡ ψν,L, νR ≡ ψν,R. (5-24)
Esperamos que esta notación para los campos no se confunda con la notación para las
correspondientes part́ıculas.
5.3. Masas de neutrinos
La masa del neutrino es de lejos el objeto de estudio mas importante en la f́ısica del neutrino.
Desde que fue propuesto por Pauli, la masa del neutrino ha sido el tópico de intensa investi-
gación teórica y experimental. En el tiempo de la propuesta de Pauli, se postuló que la masa
del neutrino era del orden de la masa del electrón e incluso sin masa. Finalmente, ahora
conocemos que los neutrinos tienen masa, aunque sólo se conocen dos valores de diferencias
de masas.
En el ME, los neutrinos tienen un estado de helicidad (izquierdo). Debido a que los neutrinos
de Dirac tienen dos estados de helicidad, entonces los neutrinos de Dirac masivos no pueden
ser introducidos en el ME. Por otro lado, los neutrinos de Majorana tienen solo un estado
de helicidad. Sin embargo, neutrinos de Majorana masivos pueden violar la simetŕıa B − L,
donde B es el numero bariónico y L es el numero leptónico total, pero B − L se conserva
en el ME. Esto significa que en ninguno de los dos casos, neutrinos de Dirac o neutrinos
de Majorana, pueden ser introducidos términos de masa sin violar simetŕıas fundamentales.
Aśı, los neutrinos permanecen sin masa en el ME. En el apéndice D, se muestra cómo se
generan en general las masas para los leptones en el sector electrodébil del ME el cual se le
conoce como el modelo electrodébil Glashow-Weinberg-Salam (GWS).
En las siguientes subsecciones, se discute la forma en cómo se pueden generar las masas para
los neutrinos en un modelo electrodébil Glashow-Weinberg-Salam extendido.
Otros posibles modelos para neutrinos masivos son: modelos simétricos izquierda-derecha
de diferentes tipos, teoŕıas de gran unificación en donde se encuentra la controvertida Teo-
ŕıa de Cuerdas, modelos supersimétricos como el Modelo Estándar Supersimétrico Minimal
(MESM) y modelos efectivos de generación de masa a partir del vaćıo f́ısico (ver por ejemplo
[203, 204]).
5.3.1. Términos de masa para neutrinos
Para comenzar esta discusión acerca de los términos de masa del neutrino, la cual se hará
para n sabores de neutrinos como se encuentra en [126, 132, 19], primero miremos muy
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detenidamente el término de masa en el Lagrangiano (5-1). Denotaremos este término de
masa por
LD ≡ −mννν (= −mνlνlνl). (5-25)
Este término de masa se le llama un término de masa de Dirac y puede ser escrito en términos
de los campos de neutrinos de Weyl como
LD = −mν(νL + νR)(νL + νR) = −mν(νLνL + νLνR + νRνL + νRνR), (5-26)
ya que ν ≡ νL + νR. Investigando cada uno de los términos de la ecuación anterior, se








= ν†γ0PRPLν = ν · 0 · ν = 0, (5-27)
y similarmente, νRνR = 0. Aśı, la ecuación (5-26) puede ser escrita como
LD = −mν(νLνR + νRνL). (5-28)
En la mayoŕıa de la literatura la ecuación (5-28) se escribe como
LD = −mννLνR + h.c., (5-29)
donde h.c. significa el hermı́tico conjugado del término precedente5. Note que en el ME, νR
está ausente, implicando que si el neutrino es una part́ıcula de Dirac, entonces su masa mν
debe ser cero.
En el modelo GWS extendido con un neutrino derecho (de mano derecha) νlR como singlete
SU(2)L [137, 205], el término de masa de Dirac en la ecuación (5-25) puede ser generado
introduciendo un término de acoplamiento de Yukawa similar al del leptón cargado (ver
ecuación (D-66))
L νl0 = −GνlνlRΦc
†
L+ h.c., (5-30)
donde Gνl es la constante de acoplamiento de Yukawa y Φ
c ≡ iτ 2Φ∗ es el conjugado de
carga del doblete complejo del campo de Higgs Φ. Después del rompimiento espontáneo de
simetŕıa, el Lagrangiano (5-30) toma la forma






HνlRνlL + h.c., (5-31)
donde el primer término es interpretado como el término de masa de Dirac (5-25). Aśı, en





5h.c.(ψφ) ≡ (ψφ)† = φ†ψ† = φ†(ψ†γ0)† = φ†γ0†ψ = φ†γ0ψ = φψ.
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En orden a tener una pequeña masa del neutrino de Dirac mνl comparada con la masa ml
del correspondiente leptón cargado, la constante de acoplamiento de Yukawa del neutrino
Gνl puede por cierto no ser del mismo orden de magnitud que la constante de acoplamiento
del correspondiente leptón cargado Gl. Por lo tanto, la contante de acoplamiento de Yukawa
Gνl tiene que ser varios ordenes de magnitud mas pequeña que la constante de acoplamiento
de Yukawa Gl.
Ahora la pregunta que surge es si es posible construir otros términos cuadráticos en los
campos de neutrinos, los cuales nos proporcionen los términos de masa para los neutrinos.
Además de los campos νL y νR, se tienen los campos conjugados de carga (νL)
c ≡ CνLT y
(νR)
c ≡ CνRT . Aqúı C es la matrix de conjugación de carga, la cual satisface las condiciones
CγµC−1 = −(γµ)T , (5-33)
C†C = 14 (5-34)
CT = −C. (5-35)
De estas relaciones se tiene que
Cγ5C−1 = (γ5)T . (5-36)
Las matrices γ0 y γ5 son matrices Hermitianas, es decir, γ0
†
= γ0 y γ5
†
= γ5, y también son
reales en la representación de Weyl, lo que significa que γ0
T
= γ0 y γ5
T
= γ5. usando las
ecuaciones (5-33) y (5-36), es claro que la matriz C cumple
{C, γ0} = 0, (5-37)
y
[C, γ5] = 0, (5-38)
es decir, la matriz C anticonmuta con γ0 y conmuta con γ5. Por lo tanto, de la definición del
campo conjugado de carga ψc ≡ CψT , se tiene
(νL)
c = CνLT = C(ν†Lγ
0)T = Cγ0T ν∗L = Cγ0
T
(PLν)
∗ = Cγ0TPLν∗ (5-39)
= CPRγ0
T
ν∗ = PRC(ν†γ0)T = PRCνT = PRνc = (νc)R, (5-40)
es decir, (νL)
c = (νc)R y similarmente, (νR)
c = (νc)L. Note que (ν
c)L es un campo izquierdo,
mientras (νL)
c es un campo derecho.




De estos campos se obtienen las siguientes términos cuadráticos diferentes de cero
νRνL, νLνR, (νL)cνL, νL(νL)
c, (νR)cνR, νR(νR)
c. (5-42)
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Los primeros dos términos se han discutido anteriormente. Del resto de términos se puede



















los cuales son llamados términos de masa de Majorana. Introduciendo los campos de Majo-
rana νM,L ≡ νL + (νL)c y νM,R ≡ νR + (νR)c, los términos de masa de Majorana dados por









De la definición de un campo de Majorana ψM ≡ ψ + ψc se sigue que el campo conjugado




Esto significa que una part́ıcula de Majorana es su propia antipart́ıcula [5, 206].
Términos de masa de Dirac
En general para n sabores, el término de masa de Dirac está dado por
L nD ≡ −νf,RMDνf,L + h.c., (5-48)
donde MD es una matriz compleja n× n, la matriz de masa del neutrino de Dirac, y
νf,C = ( νeC νµC ντC · · · )T , C = L,R.
Usando las ecuaciones (D-18), (D-19), (D-28)-(D-30), (D-70) y (5-48) y siguiendo la gene-
ralización a n sabores, se obtiene la parte de interacción de Corriente Cargada (CC) y el







L − νf,RMDνf,L + h.c., (5-49)
donde Ml es una matriz compleja n× n y






C · · · )T , C = L,R. (5-50)
La matriz de masa leptónica cargada Ml y la matriz de masa del neutrino de Dirac MD
pueden ser diagonalizadas por transformaciones bi-unitarias. Introducen los campos
l′C ≡ VC lC , lC = ( eC µC τC · · · )T , C = L,R, (5-51)
νf,C ≡ UCνm,C , νm,C = ( ν1C ν2C ν3C · · · )T , C = L,R, (5-52)
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donde VC y UC son matrices unitarias n×n, es decir, V †CVC = VCV
†










µUνm,LWµ − lRMllL − νm,RMDνm,L + h.c., (5-53)
donde
U ≡ V †LUL, (5-54)
Ml ≡ V †RMlVL, (5-55)
MD ≡ U †RMDUL. (5-56)
En el ME, los leptones cargados no se mezclan y por lo tanto VC = 1n (C = L,R), lo que
significa que U = UL, Ml = Ml, y l′C = lC = ( eC µC τC · · · )T . La matriz n × n
unitaria U será discutida con mas detalle en la Subsección 6.1.2. Además, las matrices UL
y UR se escogen de tal manera que la matrix MD sea diagonal, es decir, se puede escribir
MD = diag(m1,m2, . . . ,mn), donde ma (a = 1, 2, . . . , n) son las masas de los campos propios
de masa de los neutrinos, aśı reemplazando (5-56) en (5-48) se obtiene




donde νm ≡ νm,L + νm,R = (νa) = ( ν1 ν2 · · · νn )T .
Términos de masa de Majorana
Similarmente, en general para n sabores, los términos de masa de Majorana están dados por
L nC ≡ −
1
2
(νf,C)cMCνf,C + h.c., C = L,R, (5-58)
donde MC (C = L,R) son matrices complejas n × n, matrices de masa del neutrino de
Majorana. Sin embargo, estas matrices son siempre simétricas [137], es decir, MTC = MC , y
aśı pueden ser diagonalizadas por matrices unitarias n× n como
MC = UTCMCUC , (5-59)
donde U †CUC = UCU
†
C = 1n y MC = diag(mC,1,mC,2, . . . ,mC,n). Aqúı mC,a (a = 1, 2, . . . , n)
son las masas de los campos propios de masa de los neutrinos. Reemplazando (5-59) en
(5-58), se obtiene






νm,CMC(νm,C)c, C = L,R, (5-60)
donde νf,C ≡ UCνm,C . Introduciendo νm,M,C ≡ νm,C + (νm,C)c, entonces se tiene que








mC,aνa,M,Cνa,M,C , C = L,R. (5-61)
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Términos de masa Dirac-Majorana




(nL)cMnL + h.c., (5-62)
donde M es una matriz compleja 2n× 2n. Este término de masa para el neutrino es llamado















donde ML,MR y MD son matrices complejas n× n.
Como ejemplo de este término de masa, ver apéndice E para el caso de una generación.
6. Propagación de neutrinos en el vaćıo
y en la materia
En este caṕıtulo inicialmente se desarrollará todo el formalismo de propagación y oscilación
de neutrinos tanto en el vaćıo, lo cual puede ser una buena aproximación para el camino entre
una EN y la tierra1, como en la materia haciendo énfasis en sus profundas implicaciones.
Todo este formalismo será enfocado a estudiar el comportamiento de los neutrinos de ENs, los
cuales se producen en el interior mas profundo de tales estrellas y necesitan atravesar material
de alta densidad antes de emerger al espacio exterior. En ambas secciones se comienza con
un breve resumen histórico.
6.1. Oscilaciones de neutrinos en el vaćıo
Oscilaciones de neutrinos fueron primeramente consideradas por Bruno Pontecorvo [177][178]
en 1957. En el mismo tiempo, sólo un tipo de neutrino (sabor) se conoćıa. También en 1957,
la teoŕıa de las dos componentes del neutrino fue propuesta por Lev Landau [207], T.D.
Lee y C.N. Yang [208], y Abdus Salam [209] y fue confirmada experimentalmente por M.
Goldhaber, L. Grodzins, y A.W. Sunyar [176] el año siguiente.
Pontecorvo asumió que existe una analoǵıa entre el numero leptónico y la extrañes y que
no sólo la extrañes sino también el numero leptónico no se conserva en la interacción débil.
De acuerdo a esta hipótesis, fue natural asumir (en analoǵıa con el sistema K0 − K0 [177,
178, 179]) que el vector de estado del neutrino representa una superposición de los vectores
de estado de dos neutrinos de Majorana con pequeñas pero diferentes masas (el análogo de




L]). En este caso, las oscilaciones de neutrinos νL ↔ νL podŕıan tomar
lugar, donde νL es un neutrino izquierdo y νL es un antineutrino izquierdo, una part́ıcula
que no participaŕıa en la interacción débil (tales part́ıculas fueron denominadas “estériles”
por Pontecorvo [178] en 1958.)
Oscilaciones de sabores de neutrinos fueron entonces primeramente introducidas, en 1962,
por Z. Maki, M. Nakagava y S. Sakata en la forma de mezcla de neutrinos de dos sabores
[180]. Sin embargo, esta fue una vaga sugerencia del presente entendimiento de oscilaciones de
neutrinos (ver por ejemplo [5, 130]). En 1967, Pontecorvo presento el primer entendimiento
1Cabe notar que en el camino que separa una EN de la tierra pueden estar presentes estrellas o incluso
planetas y que por lo tanto la aproximación de que los neutrinos viajan en el vaćıo no sea del todo válida.
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intuitivo de mezcla de dos neutrinos y oscilaciones [179], el cual fue después completado
por V.N. Gribov y Pontecorvo en 1969 [210]. La teoŕıa de oscilaciones de neutrinos fue
finalmente desarrollada desde 1975 hasta 1976 por S. Eliezer y A.R. Swift [211], H. Fritzsch
y P. Minkowski [212], S.M. Bilenky y B. Pontecorvo [213, 214]. La mezcla de tres sabores de
neutrinos fue discutida en detalle por S.M. Bilenky en 1987 [215].
6.1.1. Derivación estándar de la probabilidad de oscilación de
neutrinos
En la teoŕıa estándar de oscilaciones de neutrinos2 [211, 212, 213, 214, 136] los neutrinos
son producidos en estados propios de sabor |να〉 (α = e, µ, τ . . .) creados por la interacción
de los bosones gauge con los leptones cargados. Entre la fuente, el punto de producción
de los neutrinos, y el detector, los neutrinos evolucionan como estados propios de masa |νa〉
(a = 1, 2, 3 . . .), es decir, estados con masas definidas. En el detector, los sabores de neutrinos
pueden nuevamente ser identificados por interacciones de CC.
Sean las bases de estados de sabor y de estados propios de masa dadas porHs ≡ {|να〉}α=e,µ,τ,...
y Hm ≡ {|νa〉}na=1, respectivamente. Aqúı n es el numero de sabores de neutrinos3. Observe
que las bases Hs y Hm son solo 2 representaciones diferentes del mismo espacio de Hilbert
H.
Campos de sabor de neutrinos να, donde α = e, µ, τ, . . ., son combinaciones lineales de




Uαaνa, α = e, µ, τ, ..., (6-1)
donde να ≡ να(x), νa ≡ νa(x), y los Uαa son los elementos matriciales de una matrix de
mezcla unitaria n × n denotada por U , es decir, U †U = UU † = 1n. Tomando el conjugado






a, α = e, µ, τ, .... (6-2)
Operando con (6-2) sobre el estado de vaćıo |0〉 se obtiene la siguiente relación entre los




U∗αa|νa〉, α = e, µ, τ, ..., (6-3)
2Para el lector interesado en saber las diferencias y similitudes entre la derivación estándar descrita en esta
subsección y otras derivaciones de la probabilidad de oscilación de neutrinos, en particular la de paquetes
de ondas y de campos cuánticos, puede remitirse al apéndice F
3En la naturaleza, sólo tres sabores de neutrinos se han observado, pero en la presente discusión, que se
sigue de [126, 132], se usará n sabores de neutrinos por generalidad.
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donde los estados de neutrinos son definidos como |να〉 ≡ ν†α|0〉, α = e, µ, τ, ..., y |νa〉 ≡ ν†a|0〉,
a = 1, 2, 3, .... Los estados propios de masa de neutrinos son ortogonales: 〈νb|νa〉 = δab, donde
a, b = 1, 2, 3, ....

























donde φα, α = e, µ, τ, . . . , y φa, a = 1, 2, 3, . . ., son las componentes del estado |ψ〉 en la





U∗αaφα, a = 1, 2, 3, .... (6-5)

























φs = Uφm, (6-8)
donde
φs ≡ (φα) y φm ≡ (φa). (6-9)
Aqúı los sub́ındices s y m denotan las bases de estados de sabor y de estados propios de
masa, respectivamente.
Un estado propio de masa completo de neutrino puede ser descrito por el vector de estado
|Ψa〉 ≡ |νa〉 ⊗ |ψa〉, (6-10)
donde |νa〉 contiene solo la información acerca de la naturaleza del neutrino y |ψa〉 contiene
toda la otra información, incluyendo dependencia del espacio-tiempo o enerǵıa-momentum.
La evolución en el tiempo del vector de estado |Ψa〉 puede entonces ser definida como
|Ψa(t)〉 ≡ |νa〉 ⊗ |ψa(t)〉. (6-11)
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donde ψa(p) ≡ 〈p|ψa〉.
La evolución temporal mecánico cuántica del estado ψa está dada por






donde H es el hamiltoniano y Ea ≡
√
m2a + p
2. Aqúı ma es la masa del estado propio de
masa de neutrino |νa〉. En coordenadas espacio-temporales, se tiene






















donde p ≡ (Ea,p) y x ≡ (t,x).
Por lo tanto, un estado propio de masa completo propagándose en el espacio-tiempo, usando
(6-11) y (6-14), está dado por







Usando las ecuaciones (6-3) y (6-15), un estado de sabor completo de neutrino propagándose








Dos conceptos mecánico cuánticos fundamentales y de vital importancia, la amplitud de
probabilidad de transición y la probabilidad de transición, son definidos en las siguientes dos
definiciones [132]:
Definición 1. La amplitud de probabilidad de transición Aαβ(x, x′) para να en el pun-
to espacio-temporal x (“fuente del neutrino”) siendo convertido en νβ en el punto espacio-
temporal x′ (“detector del neutrino”) está definida como
Aαβ(x, x′) ≡ 〈Ψβ(x′)|Ψα(x)〉, α, β = e, µ, τ, .... (6-17)
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Definición 2. La probabilidad de transición Pαβ(x, x
′) para να en el punto espacio temporal
x siendo convertido en νβ en el punto espacio-temporal x
′, es decir, para que ocurra la
transición να → νβ, está definida como
Pνα→νβ ≡ Pαβ(x, x′) ≡ |Aαβ(x, x′)|2 = A∗αβ(x, x′)Aαβ(x, x′), (6-18)
donde α, β = e, µ, τ, ....
Ahora, se enuncia como un teorema, como se hizo en la Ref. [132], las principales formulas
para oscilación de neutrinos, es decir, las formulas para las probabilidades de transición entre
diferentes sabores de neutrinos.
Teorema 1. Asuma que:
1. Los neutrinos son gobernados por la mecánica cuántica.
2. a) El neutrino inicial es descrito por una onda plana con cuadri-momentum bien
definido (enerǵıa y tri-momentum)
ψa(x) = ψa(x, t) = e




donde pa ≡ (Ea,pa).
b) La dirección de la propagación del neutrino se toma a lo largo del eje-x1 positivo
(por simplicidad).














donde pa ≡ |pa|.
4. a)
p = pa ' pb y E ' p, (6-22)
lo cual es solo valido para neutrinos relativistas.
b)
x1 ' t, (6-23)
lo cual es, nuevamente, solo valido para neutrinos relativistas.
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L, α, β = eµ, τ, . . . . (6-24)
o



















donde Jabαβ ≡ U∗αaUβaUαbU∗βb, ∆m2ab = m2a − m2b son las diferencias de los cuadrados de las
masas y L es la longitud de camino (propagación) de los neutrinos.
Del teorema anterior se puede entonces formular el siguiente corolario para oscilaciones de
neutrinos mecánico cuánticos [132, 126]:
Corolario 1. Las oscilaciones de neutrinos ocurren, es decir, las probabilidades Pαα 6= 1,
α = e, µ, τ, . . . y Pνα→νβ 6= 0, α, β = e, µ, τ, . . ., α 6= β si y solo si se cumplen las siguientes
condiciones
hay elementos diferentes de cero fuera de la diagonal en la matriz de mezcla U (al
menos uno), es decir, los neutrinos deben de estar mezclados.
las diferencias de los cuadrados de las masas ∆m2ab 6= 0, a, b = 1, 2, 3, . . ., a 6= b, es
decir, los estados propios de masa de neutrinos tienen diferentes masas (al menos dos),
o equivalentemente, los neutrinos son masivos.
Veamos en detalle las formulas de la probabilidad de transición dadas en la ecuación (6-25).
Los factores <(U∗αaUβaUαbU∗βb) y =(U∗αaUβaUαbU∗βb) sirven como amplitudes para cada termino
en estas formulas (que por naturaleza son constantes), es decir, ellos describen la amplitud de







de las oscilaciones de neutrinos y oscilan con la distancia L atravesada por los neutrinos.
Los argumentos de estos factores senos son ambos proporcionales a
∆m2abL
E
. Los ∆m2ab están
dados por el espectro de masa del neutrino, los cuales son constantes f́ısicas. Los otros dos
factores en estos argumentos L y E son determinados por el experimento de oscilaciones de
neutrinos espećıfico. La razón E/L (o L/E) se le llama la sensibilidad del experimento.
Por todo lo anterior, medidas de oscilaciones de neutrinos permiten dar una luz sobre los
valores de las diferencias de los cuadrados de las masas ∆m2ab y los elementos de la matriz
de mezcla U .
Aunque medidas positivas de oscilaciones de neutrinos implican neutrinos masivos, ellas
ofrecen información precisa solo de las diferencias de los cuadrados de las masas ∆m2ab, pero
4Ver prueba en la sección I.3 del apéndice I.
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no de los valores absolutos de las masas de los neutrinos, excepto que obviamente m2a o m
2
b
sea mas grande que |∆m2ab|.




, a, b = 1, 2, 3, .... (6-26)








= k, k ∈ Z, entonces sin2 π L
Losc.ab





, k ∈ Z, entonces sin2 π L
Losc.ab
= 1 (máximo). Los factores sin
∆m2abL
2E
= sin 2π L
Losc.ab
son
siempre cero cuando los correspondientes factores sin2
∆m2abL
4E




Hay tres regiones importantes y diferentes de los argumentos de la función seno:
∆m2abL/E  1 (L  Losc.ab ): El argumento de las funciones seno es pequeño y se
tiene que sin2 ∆m2abL/4E ∼ (∆m2abL/4E)2 y sin ∆m2abL/2E ∼ ∆m2ab/2E. No hay
oscilaciones todav́ıa.
∆m2abL/E ' 1 (L ' Losc.ab ): El argumento de las funciones seno es del orden de magnitud
de 1. Aproximadamente una oscilación se ha desarrollado.
∆m2abL/E  1 (L Losc.ab ): El argumento de las funciones seno es grande y los términos
en las formulas de la probabilidad de transición oscilan rápidamente. De esto se sigue
que 〈sin2 ∆m2abL/4E = 1/2〉 y 〈sin ∆m2abL/2E〉 = 0.
Finalmente, permı́tannos resumir y discutir las tres principales hipótesis hechas en la deri-
vación estándar de la probabilidad de oscilación de neutrinos.
(i) Los neutrinos producidos o detectados en procesos de interacción débil de CC son
descritos por los estados de sabor en la ecuación (6-3). Los estados los cuales describen
a los sabores de neutrinos pueden también ser derivados en el marco de la teoŕıa
cuántica de campos, pero se puede mostrar que estos estados se reducen a los estándar
dados en (6-3) en el caso de experimentos los cuales no son sensibles a las diferencias de
las contribuciones de las diferentes masas de neutrinos en los procesos de producción
y detección [5]. Este es el caso de todos los experimentos de oscilación de neutrinos
[5, 216].
(ii) Todos los sabores de neutrinos tienen un momentum definido p, es decir, todos los
neutrinos masivos tienen el mismo momentum. Esto es algunas veces llamado la hi-
pótesis de igual momentum. Esto puede ser motivado por el hecho de que todos los
neutrinos se propagan en la misma dirección de fuente a detector. Sin embargo, no hay
justificación para esta hipótesis y se puede mostrar que no es de hecho realista [5]. Por
suerte, sin embargo, la hipótesis de igual momentum es irrelevante en la derivación de
la probabilidad de oscilación [5].
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(iii) La propagación en el tiempo t es igual a la distancia L atravesada por el neutrino
entre la producción y la detección. Esta es algunas veces llamada la aproximación
de rayo de luz. Esta hipótesis es injustificada en un tratamiento de onda-plana de
oscilaciones, debido a que las ondas planas se extienden con la misma amplitud sobre
todo el espacio-tiempo. No obstante, en la teoŕıa cuántica, part́ıculas localizadas son
descritas por paquetes de onda. En el caso de experimentos de oscilaciones de neutrinos,
los neutrinos son descritos por paquetes de onda [217, 218, 219, 220, 221, 222] que están
localizados en el proceso de producción en el tiempo de producción y que se propagan
entre los procesos de producción y detección con una velocidad de grupo cercana a la
velocidad de la luz, justificando aśı la aproximación t = L.
Antineutrinos
Ahora, se verá como las probabilidades de transición para los antineutrinos están relacionadas




Uαa|νa〉, α = e, µ, τ, ..., (6-27)
donde los estados de antineutrinos son definidos como |να〉 ≡ να|0〉, α = e, µ, τ, . . ., y |νa〉 ≡
νa|0〉, a = 1, 2, 3, . . .. Claramente, la ecuación (6-27) conduce a la siguientes probabilidades










L, α, β = e, µ, τ, ..., (6-28)
donde (Jabαβ)










L, α, β = e, µ, τ, .... (6-29)
Aśı, comparando las ecuaciones (6-24) y (6-29), se encuentra la relación
Pνα→νβ = Pνβ→να , α, β = e, µ, τ, .... (6-30)
Esta relación es una consecuencia de la invarianza CPT 5 [223].
Restricciones de la probabilidad
La ecuación (6-25) satisface las siguientes restricciones6∑
α=e,µ,τ,...
Pνα→νβ = 1, β = e, µ, τ, ... y
∑
β=e,µ,τ,...
Pνα→νβ = 1, α = e, µ, τ, ... (6-31)
5Ver apéndice G.
6Las restricciones de la probabilidad son también validas para oscilaciones de neutrinos en la materia, las
cuales serán discutidas en la sección 6.2.
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En palabras, la suma de las probabilidades de transición de un tipo dado de neutrino (an-
tineutrino) hacia neutrinos (antineutrinos) de todos los posibles tipos es por supuesto igual
a uno, es decir, la probabilidad se conserva. Estas son restricciones similares para las pro-
babilidades de transición de antineutrinos. En mecánica cuántica, estas restricciones (tanto
para neutrinos como para antineutrinos) implican la unitariedad de la matriz de mezcla U ,
es decir, U †U = UU † = 1n. Las condiciones de unitariedad expĺıcitas son∑
α=e,µ,τ,...
|Uαa|2 = 1, a = 1, 2, 3, ..., (6-32)∑
α=e,µ,τ,...
U∗αaUαb = 0, a 6= b, a, b = 1, 2, 3, ..., (6-33)
n∑
a=1





βa = 0, α 6= β, α, β = e, µ, τ, .... (6-35)
Probabilidad de transición promedio
En la práctica, es imposible medir las probabilidades de transición para valores precisos de
la distancia de propagación del neutrino L y la enerǵıa del neutrino E, debido a que en
cualquier experimento tanto en el proceso de producción como el de detección tienen alguna
incertidumbre espacial, es decir, la fuente tiene un espectro de enerǵıa y la resolución del
detector es finita. Por lo tanto, en la practica siempre es necesario promediar la probabilidad
de transición sobre distribuciones apropiadas de la distancia L y la enerǵıa E.
La probabilidad de transición medida en la practica se obtiene promediando la función seno
al cuadrado (o equivalentemente la función coseno) y la función seno en la ecuación (6-25)
sobre una distribución apropiada φ(L/E) de L/E:



















































Si se considera una distribución Gaussiana L/E con promedio 〈L/E〉 y desviación estándar
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F́ısicamente, al parámetro σL/E se le llama factor de amortiguamiento y su interpretación
f́ısica es la siguiente:
Para grandes valores de σL/E, la dependencia sobre las diferencias de los cuadrados de las
masas desaparece, ya que 1 − 〈cos(∆m2abL/2E)〉 → 1 y 〈sin(∆m2abL/2E)〉 → 0 cuando
σL/E → ∞, y el promedio Gaussiano de las probabilidades de transición 〈Pνα→νβ〉 solo
depende de los elementos de la matrix de mezcla, es decir,
ĺım
σL/E→∞







Note que el tercer término de la ecuación (6-36) no aparece en la ecuación (6-40). La ecuación
(6-40) corresponde al ĺımite clásico.
Tomando el otro ĺımite, σL/E → 0, en la ecuación (6-36) se recupera la ecuación (6-25) con
〈L/E〉/4 = x1, es decir,
ĺım
σL/E→0
〈Pνα→νβ〉 = Pνα→νβ . (6-41)
6.1.2. La matriz de mezcla unitaria
En general, cuando hay n sabores de neutrinos, los campos propios débiles de neutrinos
να, α = e, µ, τ, . . ., y los campos propios de masa de neutrinos νa, a = 1, 2, 3, . . ., están
relacionados por
νs = Uνm, (6-42)
donde
νs = (να) = (νe νµ ντ ... )
T , νm = (νa) = (ν1 ν2 ν3 ... )
T , (6-43)
y U es la matriz de mezcla n× n (compare con la ecuación (6-1)). Aqúı U es parametrizada
como
U = (Uαa) =

Ue1 Ue2 Ue3 · · ·
Uµ1 Uµ2 Uµ3 · · ·
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Tabla 6-1. Numeros de ángulos de mezcla y fases f́ısicas (Dirac y Majorana) para varios
sabores de neutrinos.
Sabores de neutrinos Ángulos de mezcla Fases f́ısicas
(n) (n(n− 1))/2 (nD)[Dirac] (nM)[Majorana]
1 0 0 0
2 1 0 1
3 3 1 3





La matriz U (U ∈ U(n)) está caracterizada por n2 parámetros reales7. De estos n2 paráme-
tros, n(n− 1)/2 son ángulos de Euler (ángulos de mezcla) y n(n+ 1)/2 son factores de fase
(fases). No todas estas fases son f́ısicamente medibles.
Para neutrinos de Dirac el numero de fases f́ısicamente medibles son nD = (n− 1)(n− 2)/2,
mientras que para neutrinos de Majorana son nM = n(n−1)/2. Aśı la diferencia es nM−nD =
n− 1. Por lo tanto, el caso de Majorana tiene n− 1 fases CP adicionales que están ausentes
en el caso de Dirac. Ver Tabla 6-1. En las formulas de la probabilidad de transición para
oscilaciones de neutrinos en el vaćıo, ecuación (6-24), se puede observar que los elementos de la
matriz de mezcla unitaria U solo aparecen en los parámetros de amplitud Jabαβ. Es evidente de
las definiciones de los parámetros de amplitud Jabαβ ≡ U∗αaUβaUαbU∗βb ver que son invariantes
bajo transformaciones de fase de la forma U → U ′αa = eiϕαUαae−iϕa donde ϕα, ϕa ∈ R
son parámetros arbitrarios, es decir, J ′abαβ = J
ab
αβ. Aśı, tanto en el caso de Dirac como el de
Majorana, las formulas de la probabilidad de supervivencia pueden depender solo de las fases
en la matriz U, que no pueden ser absorbidas por las transformaciones de fase anteriores. El
numero de tales fases son (n− 1)(n− 2)/2. Esto implica que es imposible determinar si los
neutrinos son de Dirac o de Majorana estudiando las oscilaciones de neutrinos en el vaćıo o
en la materia. Esto se ha discutido con mas detalle en [132].
Dos sabores de neutrinos:
La mezcla de dos sabores de neutrinos (n = 2) es una aproximación en la cual solo se
consideran dos neutrinos masivos de los tres que se conocen en la naturaleza. Esto es, se
desprecia el acoplamiento de los sabores de neutrinos con el tercer sabor de neutrino. Esta
aproximación es muy útil en la practica por dos razones:
1. Las formulas de oscilación en el caso de mezcla de dos sabores de neutrinos son mucho
7Hay 2n2 parámetros reales (n2 parámetros complejos) en una matriz compleja n×n. Ya que U es unitaria,
hay n2 restricciones, conduciendo a n2 parámetros reales independientes.
76 6 Propagación de neutrinos en el vaćıo y en la materia
mas simples y dependen de unos pocos parámetros que en el caso de mezcla de tres
sabores de neutrinos.
2. Ya que muchos experimentos no son sensibles a la influencia de mezcla de tres sabores
de neutrinos, los datos pueden ser analizados usando un modelo efectivo con mezcla
de dos sabores de neutrinos.
En el caso de mezcla de dos sabores de neutrinos, la matriz de mezcla unitaria (ortogonal)







donde ϑ es el ángulo de mezcla (vaćıo), con un valor en el intervalo 0 ≤ ϑ ≤ π/2. Note que
U∗ = U en este caso.
Reemplazando la ecuación (6-45) en el Teorema 1, se obtiene las conocidas formulas de


























= sin2 2ϑ sin2
∆m2L
4E
(α 6= β), (6-47)
donde ∆m2 ≡ ∆m221 ≡ m22−m21. Por conveniencia, se define ν1 como el mas ligero de los dos
neutrinos masivos, de tal forma que ∆m2 sea positivo.














(α 6= β). (6-49)
El comportamiento de la probabilidad de transición para ϑ = π/8 se ilustra en la Figura
6-1. Cuando la longitud de oscilación es muy pequeña, es conveniente promediar el último
término de la ecuación (6-49) sobre la longitud L para obtenerse:
〈Pνα→νβ〉 = sin2 2ϑ (α 6= β). (6-50)
Se puede ver de la ecuación (6-47) que la dependencia del ángulo de mezcla en la probabilidad
de transición está expresada en el término sin2 2ϑ el cual es simétrico bajo el intercambio
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Figura 6-1. Probabilidad de transición Pνα→νβ como una función de L/L
osc. para ϑ = π/8,
es decir, sin2(2ϑ) = 0.5.
ϑ π/2− ϑ. Ya que el rango permitido de ϑ es 0 ≤ ϑ ≤ π/2, hay un degeneramiento de la
probabilidad de transición para ϑ y π/2−ϑ. Sin embargo, es importante tener en mente que
las dos posibilidades corresponden a dos diferentes situaciones f́ısicas: si ϑ < π/4 el neutrino
electrónico (α = e) está mayormente compuesto de ν1 que de ν2 y viceversa para νµ (β = µ);
si ϑ > π/4 el neutrino electrónico está mayormente compuesto de ν2 que de ν1 y viceversa
para νµ. El degeneramiento es resuelto en las oscilaciones en la materia, como se verá en la
sección 6.2.
En la f́ısica del neutrino, es común medir las diferencias de los cuadrados de las masas ∆m2ab
en eV2, la longitud de camino del neutrino L en m (o km), y la enerǵıa del neutrino E en
















, (α 6= β) (6-51)
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De la ausencia de cualquier fase en la matrix de mezcla dada en la ecuación (6-45), es claro
que no hay violaciones CP o T y las probabilidades de transición de neutrinos y antineutrinos
aśı como las probabilidades de los canales directos e invertidos son todas iguales:
Pνα→νβ = Pνβ→να = Pνα→νβ = Pνβ→να . (6-53)
Tres sabores de neutrinos
En el caso de oscilaciones de neutrinos con tres sabores (n = 3), una parametrización con-
veniente de la matriz unitaria U = U(ϑ1, ϑ2, ϑ3, δ) está dada por [4]
U =
 C2C3 S3C2 S2e−iδ−S3C1 − S1S2C3eiδ C1C3 − S1S2S3eiδ S1C2
S1S3 − S2C1C3eiδ −S1C3 − S2S3C1eiδ C1C2
 , (6-54)
donde Sa ≡ sinϑa, Ca ≡ cosϑa para a = 1, 2, 3 y δ es la fase f́ısica CP . Las cantidades
ϑa, donde a = 1, 2, 3, son los ángulos de mezcla en el vaćıo. Esta es la parametrización
“estándar” de la matriz U [224]. En el sector de quarks, esta matriz es la conocida matriz
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) [225, 226], pero en el sector leptónico, se le conoce
como la matriz CKM leptónica o la matriz Maki-Nakagawa-Sakata (MNS) [180].
Es útil conocer que algunas veces las siguientes notaciones para los ángulos de mezcla son
usadas:
ϑ23 = ϑ1, ϑ13 = ϑ2, ϑ12 = ϑ3.
Además de los cuatro parámetros en la matrix MNS, hay dos diferencias de los cuadrados de
las masas ∆m221 y ∆m
2
32 (de la definición de las diferencias de los cuadrados de las masas se




21), lo cual da un total de seis parámetros fundamentales en el
caso de oscilaciones de neutrinos con tres sabores. La mayoŕıa de los parámetros fundamen-
tales son mas u menos determinados precisamente por ajustes globales a los resultados de
los experimentos de oscilaciones de neutrinos. Los mejores ajustes de estos parámetros son
∆m221 = (7.59±0.20)×10−5 eV2, |∆m232| = (2.43±0.13)×10−3 eV2, sin2(2ϑ12) = 0.87±0.03,
sin2(2ϑ23) > 0.92 a un nivel de confianza del 90 % y sin
2(2ϑ13) < 0.15 a un nivel de confianza
del 90 % [4]. No hay valor experimental para la fase de Dirac δ.
Por otro lado, es fácil ver que la matriz MNS en la ecuación (6-54) puede ser escrita en
términos de dos matrices ortogonales y una matriz unitaria como
U = O23(ϑ1)U13(ϑ2, δ)O12(ϑ3) (6-55)
=
 1 0 00 C1 S1
0 −S1 C1
 C2 0 S2e−iδ0 1 0
−S2eiδ 0 C2
 C3 S3 0−S3 C3 0
0 0 1
 , (6-56)
donde Oab(ϑc) es una rotación de un ángulo ϑc en el plano ab. Si δ = 0, entonces U13(ϑ2, 0) =
O13(ϑ2) y U es real.
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Veamos un poco algunos casos limites de las formulas de oscilación con tres sabores de
neutrinos, ya que la versión completa n = 3 de la ecuación (6-25) es bastante complicada y
no es muy clara:
|∆m221|  |∆m232| ' |∆m231| y ∆m221L/E  1:











α, β = e, µ, τ. (6-57)
Estas probabilidades de transición dependen solamente de las entradas en la tercera
columna de la matrix U , es decir, de ϑ1 y ϑ2, y una diferencia de los cuadrados de las
masas ∆m232 ' ∆m231. Además, se puede ver que las probabilidades de transición son
independientes de la fase de violación-CP . Este caso es aplicable para experimentos de
neutrinos atmosféricos y neutrinos provenientes de reactores y aceleradores [132, 5, 216].
Por ejemplo,




la cual es parecida a la ecuación (6-46) con ∆m2 = ∆m232 y ϑ = ϑ2.
|∆m221|  |∆m232| ' |∆m231| y ∆m232L/E ' ∆m231L/E  1:
En este caso, se puede por ejemplo escribir la probabilidad de transición νe → νe como
Pνe→νe ' cos4 ϑ2P + sin4 ϑ2, (6-59)
donde




Este caso es aplicable para experimentos de neutrinos provenientes del sol y reactores
LBL (long-baseline) (por ejemplo, KamLAND [132, 216]).
Ue3 = 0 (también valido para |Ue3|  1):
En este caso no se asume ninguna quiralidad de las diferencias de los cuadrados de las
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Las anteriores probabilidades de transición dependen únicamente de ϑ1, ϑ3, y de las
diferencias de los cuadrados de las masas. También, en este caso, las probabilidades de
transición son independientes de la fase de violación-CP δ. Por lo tanto, la ecuación (G-
11) es válida, lo cual significa que todas las otras probabilidades de transición pueden
ser obtenidas usando la ecuación (6-31).
Uno de los escenarios mas plausibles es cuando ϑ1 = ϑ3 = π/4, es decir, mezcla
bimaximal [227] o mezcla bi-par [228]:

























Observe que los tres casos anteriores no son completamente independientes.
Cabe nuevamente resaltar que si el neutrino fuese su propia antipart́ıcula, en la matriz de
mezcla para tres sabores de neutrinos debeŕıan aparecer, además de la fase de Dirac δ, dos
fases de Majorana, según lo discutido en la subsección 6.1.2. Sin embargo, en el caso en que
fuese necesario introducir dichas fases, el efecto neto sobre las oscilaciones de neutrinos es
nulo, de modo que a partir de un experimento destinado a la detección de estas oscilaciones
no es posible determinar si el neutrino es de Dirac o Majorana.
Cuatro o mas sabores de neutrinos
Ya que es conocido que el numero de neutrinos activos es tres, correspondientes a νe, νµ,
ντ , el numero de neutrinos masivos debe ser igual o mas grande que tres. Si el numero de
neutrinos masivos es mas grande que tres, los neutrinos adicionales en la base de sabor
son estériles, es decir, ellos no participan en las interacciones débiles (ya que los neutrinos
son eléctricamente neutros, los neutrinos estériles interactúan con la materia ordinaria solo a
través de interacciones gravitacionales o interacciones exóticas mas aya del ME). Transiciones
de neutrinos activos hacia estériles se puede observar solo a través de la desaparición de
neutrinos activos [5].
6.2. Oscilaciones de neutrinos en la materia
En 1978, L. Wolfeinstein [13] descubrió que neutrinos que se propagan en la materia están
sujetos a un potencial efectivo debido a las dispersiones elásticas coherentes hacia delante con
las part́ıculas del medio (electrones y nucleones). Este potencial, el cual es equivalente a un
ı́ndice de refracción, modifica la mezcla de neutrinos8. En el caso de mezcla de dos neutrinos,
8Un ejemplo bien conocido es el fotón, el cual no tiene masa en el vaćıo, pero obtiene una masa efectiva
(potencial efectivo) en la materia. Como un resultado de esto, las ondas electromagnéticas (fotones) no
viajan a la velocidad de la luz c en la materia.
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el ángulo de mezcla en el vaćıo es reemplazado por un ángulo de mezcla efectivo en la materia,
el cual, para densidades de la materia adecuadas, puede llegar a ser grande, incluso si el ángulo
de mezcla en el vaćıo es muy pequeño. Wolfeinstein [13] y otros autores en los comienzos de
los 80’s [38] estudiaron la propagación del neutrino en un medio con densidad de materia
constante 9 (lo cual hizo posible obtener algunas de los nuevas caracteŕısticas de oscilaciones
de neutrinos en la tierra, el sol, y estrellas colapsantes), o la posibilidad de detectar neutrinos
reliquia a través de sus interacciones coherentes con la materia [232, 41]. Desafortunadamente,
en los primeros art́ıculos el signo del potencial en la materia fue incorrecto, conduciendo a un
incremento de las transiciones de antineutrinos electrónicos en lugar de neutrinos. El signo
correcto para el potencial en la materia fue introducido en la Ref. [41].
En 1985 S.P Mikheev y A.Yu. Smirnov [16, 17] descubrieron que es posible tener transiciones
de sabor (neutrinos) resonantes cuando los neutrinos se propagan en un medio con densidad
variable, y hay una región a lo largo del camino del neutrino en la cual el ángulo de mezcla
efectivo pasa a través del valor de mezcla máximo de π/4 (ver la discusión clara en la Ref.
[233]). El aśı llamado mecanismo MSW rápidamente seŕıa muy famoso, debido a que puede
explicar la conversión de sabor de neutrinos solares durante su propagación hacia fuera del
sol, incluso en el caso de un pequeño ángulo de mezcla. Hoy d́ıa conocemos que el ángulo de
mezcla en el vaćıo relevante para oscilaciones de neutrinos solares es grande pero no máximo
y que las transiciones de sabor de neutrinos solares ocurren a través del efecto MSW (ver
caṕıtulo 10 de la Ref. [5]). Lo anterior es lo que nos hace pensar que el efecto MSW puede
ser relevante para el estudio de la propagación de neutrinos en el interior de una EN, que al
igual que en el sol se producen en el interior mas profundo de la estrella.
Antes de discutir el efecto MSW, derivaremos las expresiones para los potenciales efectivos
en la materia. Como se dijo en el caṕıtulo 3, la materia de una EN está constituida princi-
palmente de neutrones, protones y electrones (npe), aunque es muy probable que también
aparezcan muones a altas densidades. Comenzaremos calculando el potencial efectivo que
experimentan los neutrinos que se propagan en un medio constituido de npe a partir de la
derivación de los efectos de la dispersión hacia adelante coherente de los neutrinos sobre los
constituyentes de la materia con la argumentación estándar y posteriormente en el contexto
de la teoŕıa de campos a temperatura finita siguiendo el trabajo de Juan Carlos D‘Olivo et al.
[50]. Seguidamente, se discute el efecto MSW en el caso sencillo de dos sabores de neutrinos
tanto en el caso de densidad constante como en el caso de densidad variable (como es el
caso de una EN). Finalmente, se muestran los resultados de la propagación y oscilación de
neutrinos en una EN, en donde se utilizan los perfiles de densidad encontrados en el caṕıtulo
9Es interesante notar que Wolfeinstein [13] consideró no solo los efectos de potenciales efectivos para las
oscilaciones estándar entre dos neutrinos, sino también la posibilidad de potenciales efectivos generados
por corrientes débiles neutras que cambian sabor, los cuales pueden generar transiciones de sabor en
la materia incluso en el caso de neutrinos sin masa, como fue estudiado después en [229, 230]. Él tam-
bién consideró los efectos de la materia sobre las oscilaciones de neutrinos de aceleradores long-baseline
propagándose en la tierra, actualmente un tópico de intenso estudio (ver por ejemplo [231]).
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Figura 6-2. Diagramas de Feynman de procesos de dispersión elástica coherente que generan
el potencial de CC (VCC) a través del intercambio del bosón W y el potencial de CN (VCN)
a través del intercambio del bosón Z.
4.
6.2.1. Potenciales efectivos en la materia
Dispersión hacia adelante coherente
Cuando neutrinos activos se propagan en la materia, su relación de dispersión (es decir, la
relación entre su enerǵıa y su tri-momentum) se ve afectada por potenciales efectivos debido
a las interacciones coherentes con el medio a través de dispersiones débiles de Corriente
Cargada (CC) y Corriente Neutra (CN) elásticas, hacia adelante y coherentes [13, 232, 41,
233, 234, 235, 236, 237, 238, 239, 50, 240, 241, 242, 243]. Los diagramas de Feynman de
dispersiones de CC y CN en un medio constituido de npe se muestran en la Figura 6-2.
Todos los sabores de neutrinos, νe, νµ y ντ , interactúan con los electrones (e), protones (p),
y neutrones (n) a través de interacciones débiles de CN mediadas por el bosón gauge Z.
Además, los neutrinos electrónicos toman parte en las interacciones débiles de CC con los
electrones. Estas interacciones son mediadas por los bosones gauge W±.
Consideremos inicialmente los procesos de CC. Del Lagrangiano efectivo a bajas enerǵıas
de CC en la ecuación (D-77) el Hamiltoniano correspondiente al diagrama izquierdo en la
Figura 6-2 es










En orden a separar las contribuciones de neutrinos y electrones, se utiliza la transformación
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de Fierz10 en la ecuación (6-66):










Con el objetivo de obtener la contribución de la dispersión hacia adelante coherente (re-
fracción) de νe al Hamiltoniano en la materia, es decir, el potencial efectivo inducido en la
materia para νe, se ajustan las variables correspondientes a νe y se integra sobre todas las














〈e(pe, he)|e(x)γµ(1− γ5)e(x)|e(pe, he)〉f(Ee, T )d3pe. (6-68)
Los estados electrónicos corresponden a los electrones en el diagrama izquierdo de la Figura
6-2. Sus cuadri-momentos y helicidades antes y después de la dispersión son idénticos, debido
a que la interacción debe dejar el medio sin cambio en orden a contribuir coherentemente
al potencial del neutrino. La función f(Ee, T ) es la distribución estad́ıstica de la enerǵıa del
electrón en un medio homogéneo e isotrópico, la cual depende de la temperatura T del medio
y está normalizada por ∫
f(Ee, T ) = neV, (6-69)
donde ne es la densidad numérica de electrones en el medio y neV es el numero total de
electrones.









Además, se tiene que∫
/pe
Ee
F (Ee, T )d
3pe =
∫ (
γ0 − pe · γ
Ee
)
F (Ee, T )d
3pe = neV γ
0. (6-71)
























Para la derivación de esta y otras identidades de Fierz, ver por ejemplo la Ref. [5] en las páginas 64-66.
84 6 Propagación de neutrinos en el vaćıo y en la materia
El potencial de CN de neutrinos que se propagan en un medio con densidades numéricas
nf de f fermiones se calcula de manera similar al procedimiento anterior, comenzando del
Lagrangiano efectivo a bajas enerǵıas de CN en la ecuación (D-83). El Hamiltoniano efectivo
de CN correspondiente al diagrama derecho de la Figura 6-2 es



















Comparando con el Hamiltoniano efectivo de CC el cual genera el potencial en la ecuación
(6-73) se puede ver que el potencial de CN de cualquier sabor de neutrino να debido a la










+ 2 sin2 θW , (6-76)








Si la materia es eléctricamente neutra, como es el caso de una EN, entonces las densidades
numéricas de protones y electrones son iguales, es decir, np = ne, y las correspondientes






Resumiendo, el Hamiltoniano efectivo en un medio eléctricamente neutro compuesto de npe
está dado por
〈Hefec.(x)〉 = VναναL(x)γ0ναL(x), (6-79)
con los potenciales









, α = e, µ, τ. (6-80)
Estos potenciales son muy pequeños, debido a que
√




donde NA es el numero de Avogadro en la ecuación (A-89).
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Para antineutrinos se tiene que hacer el siguiente reemplazo Vνα → Vνα = −Vνα , donde
α = e, µ, τ . El potencial efectivo total inducido en la materia (o potencial en la materia)
puede ser escrito en forma matricial como
Vν ≡ diag(Vνe , Vνµ , Vντ ) =
√
2GF







Note que los términos de la contribución de CN aparecen en todos los elementos diagonales de
esta matrix. Tales términos comunes en la diagonal solo afectan la fase del operador evolución
temporal y por lo tanto no tienen efecto sobre las oscilaciones de neutrinos. Por esta razón se
puede omitir los términos de la contribución de CN. (Sin embargo, las contribuciones de CN
pueden afectar las oscilaciones de neutrinos entre neutrinos activos y neutrinos “estériles” en
la materia.)
El significado de tales términos, ecuación (6-79), se puede entender mediante la ecuación de
Dirac
(γ0Eνα − γ · p−mνα)ψ = γ0Vαψ. (6-83)
Rearreglando los términos
γ0 (Eνα − Vα)ψ = (γ · p+mνα)ψ, (6-84)
y elevando al cuadrado ambos miembros, se obtiene que
Eνα =
√
p2 +m2να + Vνα . (6-85)
De esta manera, Vα se le añade a la enerǵıa relativista para un momento dado (ralación de
dispersión). En este sentido, es que a Vα se le llama la enerǵıa potencial del neutrino α.
Efectos de la teoŕıa de campos a temperatura finita
Otra forma mas elegante y rigurosa de derivar los potenciales efectivos en la materia es
usando el formalismo de la teoŕıa de campos a temperatura finita [50]. En este formalismo
para encontrar las contribuciones a Temperatura y Densidad Finitas (TDF) a la relación de
dispersión del neutrino, se debe de calcular la auto-enerǵıa del neutrino de los diagramas
de Feynman en la Figura 6-3, donde las contribuciones a TDF vienen de los propagadores
fermiónicos (la densidades numéricas de W y Z en la materia ordinaria son despreciables),









donde mf es la masa del fermión f y la temperatura T del medio se introduce a través de la





η(p · u), (6-87)
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Figura 6-3. Diagramas de auto-enerǵıa para un neutrino en un medio térmico de leptones
cargados, nucleones, y neutrinos. En (a) el leptón cargado (l) en el lazo es del mismo sabor
que el neutrino. En (d), f se refiere a cualquier especie fermiónica que esté presente en el
medio.
con
η(p · u) = θ(p · u)Ff (p · u) + θ(−p · u)Ff̄ (−p · u). (6-88)
Las funciones de distribución de Fermi-Dirac para fermiones Ff y para anti-fermiones Ff̄ son
Ff,f̄ (p · u) =
1
e(p·u∓µf )/T + 1
, (6-89)
donde µf es el potencial qúımico y u es la cuadri-velocidad del medio. A partir del cálculo
de los diagramas de auto-enerǵıa del neutrino se encuentran los mismos potenciales efectivos
en la materia derivados en la subsección anterior. Para ver los detalles de este cálculo ver
Apéndice H.
6.2.2. El efecto Mikheyev-Smirnov-Wolfenstein
En este trabajo nos restringiremos al caso mas simple de oscilaciones de neutrinos; el que se
da entre dos especies de neutrinos (νe → νµ)11.
11El caso de mezcla (νe → ντ ) es idéntico, ya que νµ y ντ tienen el mismo potencial efectivo (ver ecuación
(6-80)). En el caso de mezcla (νe → νes), donde νes es un neutrino estéril, se pueden usar las formulas
que se mostraran mas adelante con la sustitución VCC → VCC + VCN, lo que corresponde al cambio
ne → ne − nn/2.
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− cos 2ϑ sin 2ϑ
sin 2ϑ cos 2ϑ
)
. (6-93)
y U es la matrix de mezcla en el vaćıo dada en la ecuación (6-45). Note que se ha usado




, r = 1, 2.















donde HMs = H
V
s + Vν es el Hamiltoniano efectivo (materia) en la base de sabor y está dado
por (ver sección I.4 del apéndice I)
















−∆m2 cos 2ϑ+ ACC ∆m2 sin 2ϑ
∆m2 sin 2ϑ ∆m2 cos 2ϑ− ACC
)
, (6-95)
donde ∆m2 = m22−m21 se relaciona con las masas de los neutrinos m1 y m2 en el vaćıo, ϑ es
el ángulo de mezcla en el vaćıo, E es la enerǵıa del neutrino y ACC ≡ 2
√
2GFEne es el aśı
llamado término de Wolfenstein [13]. Note que para la elaboración del Hamiltoniano efectivo
en la base de sabor, se utilizaron los potenciales efectivos en la materia Vν (para dos sabores
de neutrinos) dados en la ecuación (6-82).
Para la discusión de los efectos de la materia sobre las oscilaciones de neutrinos, es convenien-
te reescribir el Hamiltoniano (6-95). Si se substraen las contribuciones que son proporcionales
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a la matriz identidad 12, claramente, este hecho afectaŕıa sus valores propios pero la diná-
mica de la oscilación entre los dos sabores de neutrinos no se veŕıa afectada ya que estas
sustracciones solo conducen a un cambio en la fase global sobre las amplitudes de transición,
mientras las oscilaciones de neutrinos es el resultado de las diferencias de fase sobre tales
amplitudes12 [5]. Haciendo uso de este efecto la ecuación de evolución de las amplitudes νe



















−∆m2 cos 2ϑ+ ACC ∆m2 sin 2ϑ
∆m2 sin 2ϑ ∆m2 cos 2ϑ− ACC
)
. (6-97)
De la anterior ecuación se puede ver que únicamente el potencial efectivo inducido por los
procesos de corrientes cargadas afecta la propagación del neutrino a través de la materia.












y las probabilidades de transición νe → νµ y supervivencia νe son, respectivamente,
Pνe→νµ(x) =| νµ |2, Pνe→νe(x) =| νe |2= 1− Pνe→νµ(x). (6-99)
En la practica, la ecuación de evolución de las amplitudes de transición de sabor puede
siempre ser resuelta numéricamente con un buen grado de precisión. Sin embargo, en adelante
se discutirá una solución anaĺıtica aproximada de la ecuación de evolución (6-96) en el caso
de un perfil de densidad de materia el cual es lo suficientemente plano. Esta solución es muy
útil con el fin de entender los aspectos f́ısicos cualitativos del problema. Además, es muy útil
en la practica para el análisis de datos experimentales, cuando el espacio de los parámetros de
mezcla deben ser escaneados, para encontrar regiones permitidas. En estos casos, la solución
numérica de la ecuación de evolución se vuelve impráctica [5].
El Hamiltoniano HMs puede ser diagonalizado por la transformación ortogonal UTMHMs UM =
HMm , donde HMm = diag(−∆m2M ,∆m2M)/4E es el Hamiltoniano efectivo (en la base de masa)
12Cabe señalar que este argumento es independiente de la base y las sustracciones pueden ser realizadas en
la base de sabor y en la base de estados propios de masa.
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es la matrix de mezcla efectiva en la materia, y
∆m2M =
√
(∆m2 sin 2ϑ)2 + (∆m2 cos 2ϑ− ACC)2, (6-101)
es la diferencia de los cuadrados de las masas efectivas en la materia. El ángulo de mezcla













sin 2ϑ, cos 2ϑM =
∆m2 cos 2ϑ− ACC
∆m2M
. (6-103)
Aśı, se encuentra que el Hamiltoniano en la materia muestra la misma fenomenoloǵıa de
oscilaciones de neutrinos que el Hamiltoniano en el vaćıo pero con los parámetros del vaćıo
modificados por el término de Wolfestein ACC.
El interesante nuevo fenómeno, descubierto por Mikheev, Smirnov y Wolfenstein [13, 14, 15,
16, 17, 18], es que ocurre una resonancia cuando ACC llega a ser igual a
ARCC = ∆m
2 cos 2ϑ, (6-104)







En la resonancia el ángulo de mezcla efectivo es igual a π/4, es decir, la mezcla es máxima,
conduciendo a la posibilidad de conversión total entre los dos sabores de neutrinos si la region
resonante es lo suficientemente amplia. A éste mecanismo se le conoce en la literatura como
el efecto MSW. Note que la diferencia de los cuadrados de las masas efectivas en la materia
dada en la ecuación (6-101) tiene su valor mı́nimo en la resonancia, donde
∆m2M |R = ∆m2 sin 2ϑ. (6-106)
13Cabe anotar, que si se diagonaliza el Hamiltoniano HMs , dado por la ecuación (6-95), los valores propios
estaŕıan dados por:
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Figura 6-4. sin2 2ϑM para neutrinos y antineutrinos en función del cociente ACC/∆m
2 cos 2ϑ
para un ángulo de mezcla en el vaćıo pequeño sin2 2ϑ = 0.1 (a) y para un ángulo de mezcla
en el vaćıo grande sin2 2ϑ = 0.87 (b), que corresponde al ángulo de mezcla solar sin2 2ϑ12 [4].
Debido a que, en la materia normal, ACC es positivo, una resonancia puede existir sólo si
ϑ < π/4, ya que para ϑ > π/4 se tiene que cos 2ϑ < 0. Por lo tanto, el comportamiento
de las oscilaciones de neutrinos en la materia es diferente al de las oscilaciones de neutrinos
en el vaćıo, cuya probabilidad es simétrica bajo el intercambio ϑ → π/2 − ϑ (ver ecuación
(6-47)). Para antineutrinos el potencial se invierte14, como se dijo en la subsección 6.2.1, y
puede ocurrir una resonancia sólo si ϑ > π/4.
La resonancia MSW se muestra en la Figura 6-4 donde la función sin2 2ϑM (equivalentemente
el ángulo de mezcla en la materia) está dada en función del cociente ACC/∆m
2 cos 2ϑ. Pe-
queños valores de ACC/∆m
2 cos 2ϑ equivale a una pequeña densidad numérica de electrones
y grandes valores de ACC/∆m
2 cos 2ϑ equivale a una gran densidad numérica de electrones
ya que ACC/∆m
2 cos 2ϑ es proporcional a la densidad numérica de electrones de la materia
14En el caso de antineutrinos propagándose en la materia el signo del potencial efectivo se invierte con

















De estas formulas se puede ver que podŕıa haber una resonancia MSW (para antineutrinos) para ∆m2 < 0.
Esto significa, junto con lo discutido para neutrinos, que la observación de los efectos de la materia sobre
neutrinos y antineutrinos puede discriminar entre diferentes ordenamientos de masas de neutrinos, es
decir, saber cual neutrino es mas ligero que el otro. Esta es una gran diferencia con las oscilaciones en el
vaćıo, donde el signo de ∆m2 no tiene ningún impacto.
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ne. La resonancia se muestra para dos casos, para un ángulo de mezcla en el vaćıo pequeño
sin2 2ϑ = 0.1 (Figura 6-4-(a)) y un ángulo de mezcla en el vaćıo grande sin2 2ϑ = 0.87 (Figu-
ra 6-4-(b)). El ángulo de mezcla en la materia se muestra para neutrinos (ĺınea sólida) y para
antineutrinos (ĺınea discontinua) y ya que se está asumiendo que ∆m2 > 0, la resonancia
sólo aparece para neutrinos y por lo tanto se obtiene una mezcla máxima. De las gráficas
también se puede ver que para muy altas densidades (margen derecho de las gráficas) el
ángulo de mezcla desaparece completamente, independientemente del valor en el vaćıo. Este
comportamiento se puede entender en términos del Hamiltoniano en la ecuación (6-97). Para
grandes densidades de materia, es decir grandes valores de ACC, los términos diagonales del
Hamiltoniano (dominados por ACC) son mucho mas grandes que los términos no-diagonales
y por lo tanto se puede decir que para grandes densidades de materia el Hamiltoniano en la
base de sabor es aproximadamente diagonal, es decir, HMs ' diag(ACC,−ACC)/4E. Por lo
tanto, la base que provee un Hamiltoniano diagonal, es decir la base de estados propios de
masa, está ya dada en la base de sabor. De manera que, para muy altas densidades de mate-
ria los estados propios de masa y de sabor son idénticos y no existe mezcla. Este efecto será
de mucha importancia para el análisis de las oscilaciones de neutrinos en ENs ya que dichos
neutrinos se producen el interior mas profundo de tales estrellas a densidades de materia
extremadamente altas (ver subsección (6.2.3)).
Por otro lado, teniendo en cuenta las expresiones dadas en la ecuación (6-103) para el ángulo












−∆m2M cos 2ϑM ∆m2M sin 2ϑM








Realizando la transformación νs = UMνm, donde νs ≡ (νe, νµ)T y νm ≡ (νM1 , νM2 )T , la























































M es el ángulo de mezcla efectivo (en la materia) en el punto de producción del
neutrino.
Se tiene ahora dos diferentes posibles escenarios para resolver las ecuaciones diferenciales
dadas en la ecuación (6-108):
1. Si la densidad de materia es constante, dϑM/dx = 0: En este caso los estados ν
M
r ,
r = 1, 2, se convierten en estados propios de enerǵıa y por lo tanto la probabilidad de
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supervivencia de los neutrinos electrónicos a una distancia x seŕıa






la cual tiene la misma estructura de la probabilidad de conversión en el vaćıo (ver
ecuación (6-49)), con el ángulo de mezcla y la diferencia de os cuadrados de las ma-
sas reemplazadas por sus valores efectivos en la materia. Además, en analoǵıa con la
longitud de oscilación en el vaćıo (ver ecuación (6-52)), la longitud de oscilación en la











donde L0 ≡ 2π/(
√
2GFne) y L
osc. ≡ 4πE/∆m2. Con esto, se tienen los siguientes tres
casos especiales para el ángulo de mezcla en la materia y la longitud de oscilación en
la materia:
Losc.  L0 (densidad numérica de electrones pequeña):
sin2 2ϑM ' sin2 2ϑ y Losc.M ' Losc..
Los efectos de la materia son despreciables.




sin2 2ϑ ' 0 y Losc.M ' L0.
Los parámetros del vaćıo son fuertemente suprimidos; la amplitud sin2 2ϑM es
muy pequeña (cercana a cero) y Losc.M es independiente de L
osc..
Losc./L0 ' cos 2ϑ (condición para la resonancia MSW):




La amplitud sin2 2ϑM es máxima e independiente de ϑ.
2. Si la densidad de materia no es constante, dϑM/dx 6= 0: En este caso es necesario tomar












El efecto de los términos no-diagonales proporcionales a dϑM/dx en la ecuación de
evolución (6-108) es el de generar transiciones entre νM1 y ν
M
2 . Tales transiciones, sin
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embargo, son despreciables si los términos no-diagonales son despreciables frente a
los términos diagonales. Téngase en cuenta que al cumplirse la condición anterior,
no significa que la densidad numérica de electrones sea aproximadamente constante,
mas bien, significa que su variación con respecto a la distancia es suave. En orden a









2E sin 2ϑM |dACC/dx|
. (6-113)
Si γ(x) 1 en todos los puntos de la trayectoria del neutrino, la propagación se dice que




otras palabras, adiabaticidad significa que el cambio de la densidad de materia es muy
bajo y el sistema puede ajustarse adecuadamente durante la propagación del neutrino.
La condición adiabática γ(x) 1 debe hacerse mas fuerte en el aśı llamado punto de




= 0 =⇒ x = xmva. (6-114)






Aśı, el punto MVA es, en general, diferente del punto de resonancia xR, el cual, de las
ecuaciones (6-103) y (6-104), está dado por
cos 2ϑM |x=xR = 0. (6-116)
Sin embargo, calculando la segunda derivada en la ecuación (6-115), se obtiene[











Para una densidad lineal, d2ACC/dx
2 = 0. En este caso, el punto MVA es igual al punto
de resonancia. Si el ángulo de mezcla en el vaćıo es pequeño, el segundo término en la
ecuación (6-117) puede ser despreciado y el punto MVA es aproximadamente el punto
de resonancia.
Si la condición adiabática γ(x)  1 se satisface, especialemente en el punto MVA,
la integración de la ecuación de evolución (6-108) es inmediata y la evolución de los
estados νMr estará dada por un factor de fase:
15Para un neutrino que es producido como un estado propio de masa a muy altas densidades, por encima
de la resonancia, esto implica que el neutrino se mantiene en el mismo estado propio de masa durante su
propagación a medida que la densidad de materia decrece adiabáticamente y por lo tanto las transiciones
entre los estados propios de masa se suprimen.
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Figura 6-5. Ángulo de mezcla efectivo ϑM (a) y los cuadrados de las masas efectivas m
2
M1,
m2M2 (b) en la materia como funciones de la densidad numérica de electrones ne dividida
sobre el número de Avogadro NA, para m1 = 0, ∆m
2 = 7×10−6 eV2, sin2 2ϑ = 10−3 y E = 1
MeV. nRe ≡ ∆m2 cos 2ϑ/2
√
2EGF es la densidad numérica de electrones en la resonancia,
donde ϑM = 45
◦.


























Teniendo en cuenta las condiciones iniciales en la ecuación (6-109), la probabilidad de






























M es el ángulo de mezcla efectivo en el punto de detección. Esta probabilidad
de supervivencia está compuesta de un término constante el cual depende del ángulo
de mezcla en el vaćıo y un término oscilante cuya fase depende de la diferencia de los
cuadrados de las masas efectivas integrado sobre el camino del neutrino. Es de aclarar
que en el caso de que no se cumpla que γ(x)  1 la ecuación (6-120) deja de ser
del todo valida y es necesario tener en cuenta las correcciones no-adiabáticas para la
probabilidad de supervivencia [245].
Para finalizar, veamos como toma lugar el efecto MSW sobre la propagación de neutrinos
en un medio con un perfil de densidad de electrones variable. Siguiendo a [5], miremos
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detalladamente el comportamiento del ángulo efectivo en la materia ϑM (ver ecuación (6-
103)) y del cuadrado de las masas efectivas m2M1 y m
2
M2, las cuales están dadas por (ver pie







2 + ACC ±∆m2M
)
, (6-121)
en función de la densidad numérica de electrones ne, los cuales se muestran en las Figuras
6-5-(a) y 6-5-(b), respectivamente, para m1 = 0, ∆m
2 = 7 × 10−6 eV2, sin2 2ϑ = 10−3 y
E = 1 MeV.
De la Figura 6-5-(a) se puede ver que para ne/NA  nRe /NA el ángulo de mezcla efectivo (en
la materia) es aproximadamente igual al ángulo de mezcla en el vaćıo, ϑM ' ϑ, para ne/NA '
nRe /NA el ángulo de mezcla efectivo vaŕıa muy rápidamente con la densidad numérica de
electrones, pasando a través de 45 grados en ne/NA = n
R
e /NA e incrementándose rápidamente
a 90o para ne/NA > n
R
e /NA.
De la Figura 6-5-(b) se puede ver que la diferencia de los cuadrados de las masas efectivas
(en la materia) ∆m2M alcanza su valor mı́nimo en la resonancia, lo cual era de esperarse
según la ecuación (6-101). Esta figura es útil con el fin de entender cómo la presencia de una
resonancia puede inducir una conversión casi completa de neutrino electrónico a neutrino
muónico, es decir νe → νµ, a medida que se propagan desde altas densidades (por encima
de nRe /NA) hacia bajas densidades (por debajo de n
R
e /NA). Si ne/NA  nRe /NA, entonces
ϑM ' 90◦ y el estado de sabor νe evolucionará cercano al estado propio de masa νM2 , de
modo que la probabilidad de supervivencia del neutrino electrónico seŕıa aproximadamente
igual a la unidad, es decir, no habŕıa oscilaciones. A medida que el neutrino se propaga hacia
densidades mas bajas, este cruza la resonancia en ne = n
R
e , donde el gap de enerǵıa entre
νM1 y ν
M
2 es mı́nimo. Si la resonancia se cruza adiabáticamente, el neutrino permanece en el
estado propio de masa νM2 y sale del medio como ν2 = sinϑνe + cosϑνµ ' νµ, es decir, se ha
producido una conversión casi completa de νe → νµ. En este caso es cuando el efecto MSW
es mas efectivo y sorprendente, ya que una gran conversión se produce a pesar de tener un
ángulo de mezcla en el vaćıo muy pequeño.
6.2.3. Neutrinos de estrellas de neutrones
Actualmente se cree que el mecanismo dominante de enfriamiento de una EN, por lo menos
en los primeros 105 años de su vida, se debe a la emisión de neutrinos desde su interior
[24, 25, 26, 27, 28, 23, 36]. La emisión más poderosa de neutrinos se da en el núcleo de la
estrella y es producida por procesos URCA directos que para el modelo simple que se está
considerando en este trabajo, en donde la materia contenida en una EN está constituida de
npe, seŕıan los dos procesos-β dados en la ecuación (3-25) [24, 25, 28]. De estos procesos
se puede ver que neutrinos electrónicos son creados a altas densidades (ver sección (3.2.2)),
razón por la cual en lo que sigue se considerará como la única especie producida en el núcleo
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mas profundo de una EN 16. Teniendo en cuenta esto y lo discutido anteriormente sobre el
efecto MSW dentro del formalismo de oscilación entre dos especies de neutrinos, se procede
a estudiar qué tan relevante es este efecto sobre la propagación de neutrinos electrónicos en
el interior de las siguientes ENs:
1. Para la EMM encontrada con interacciones nucleares en la subsección (4.1.2), cuya ma-
sa y radio están dados por MEMM = 1.977 M y REMM = 10.489 km, respectivamente,
y en donde el perfil de densidad de electrones contenidos en su interior se muestra
graficado en la Figura 4-6-(b) y tabulado en la Tabla 4-2.
2. Para la EM1.4 (Estrella de Masa 1.4 M) encontrada con interacciones nucleares en
la subsección (4.1.2), cuya masa y radio están dados por MEM1.4 = 1.4 M y REM1.4 =
12.147 km, respectivamente, y en donde el perfil de densidad de electrones contenidos
en su interior se muestra graficado en la Figura 4-6-(d) y tabulado en la Tabla 4-3.
Para la siguiente discusión se considerará que los neutrinos electrónicos (νe) son producidos
en el centro de la estrella (r ' 0) con enerǵıas entre 0.01MeV y 1MeV, según estudios
de enfriamiento de ENs [24, 25, 26, 27, 28, 23, 36], y que los parámetros de mezcla en el
vaćıo están dados por ∆m2 = 7.59 × 10−5 eV2 y sin2 2ϑ =0.87 (parámetros de mezcla para
neutrinos solares[4]).
En la Figura 6-6, se muestra el comportamiento del ángulo efectivo en la materia ϑM en
función del cociente ne/NA, donde NA es el número de Avogadro, para distintas enerǵıas.
En la figura la ĺınea horizontal corresponde a la mezcla máxima (resonancia MSW). De la
figura se puede ver que el tamaño de la región resonante, donde el valor del ángulo de mezcla
efectivo cambia de su valor en el vaćıo a ' 90◦, es de varios ordenes de magnitud de ne/NA, lo
cual es mas grande que en el caso de un ángulo de mezcla en el vaćıo pequeño (ver Figura 6-5-
(a)). También se puede ver que la resonancia se alcanza a distintas densidades, dependiendo
del valor de la enerǵıa del neutrino; entre mas energéticos sean los neutrinos, la resonancia
se alcanza en densidades mas y mas bajas. Ahora, si se observa los perfiles de densidad
de electrones para los casos EMM y EM1.4 (Figuras 4-6-(b) y 4-6-(d), respectivamente) y
se utiliza la Figura 6-6, se puede decir que para el rango de enerǵıa considerado aqúı la
resonancia en los dos casos se alcanza prácticamente en la superficie de la estrella y que el
ángulo de mezcla efectivo es 90◦ en prácticamente todo el interior estelar. Esto quiere decir
que desde que se produce el neutrino en el centro de la estrella en consideración y hasta
que prácticamente alcanza la superficie estelar, el ángulo de mezcla efectivo toma su valor
máximo de 90◦. Téngase en cuenta que un ángulo efectivo de 90◦ significa una supresión de
las oscilaciones de neutrinos, según lo visto en la subsección anterior.
En las Figuras 6-7-(a) y 6-7-(b) se ha graficado el cuadrado de las masas efectivas en la
materia (ver ecuación (6-121)) y su diferencia, respectivamente, para E=1 MeV y m1 = 0.
16Note que si se hubiera tenido en cuenta la presencia de muones en la materia de una EN (composición
npeµ), además de los procesos-β dados en la ecuación (3-25) también habŕıa un par de procesos extras,
similares a los β, pero con los reemplazos e→ µ, νe → νµ, νe → νµ [24].
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Figura 6-6. Comportamiento del ángulo de mezcla efectivo en la materia ϑM en función
de ne/NA para distintos valores de enerǵıa. La ĺınea horizontal discontinua corresponde a la
mezcla máxima (resonancia MSW). La resonancia se alcanza a distintas densidades; es aśı
que para grandes valores de E, el punto de resonancia se desplaza a regiones menos densas.
Para ne/NA < 0, ϑM → ϑ.
De la Figura 6-7-(a) se puede ver que el gap de masas en la resonancia es mas grande que
en el caso de un ángulo de mezcla en el vaćıo pequeño (ver Figura 6-5-(a)), lo cual era de
esperarse según la expresión dada en la ecuación (6-101) en donde el gap en la resonancia
es ∼ sin 2ϑ. De la Figura 6-7-(b), se puede ver que para densidades menores a la densidad
resonante la curva decrece levemente hasta alcanzar su valor mı́nimo justo en el punto de
resonancia y a partir de este punto la curva aumenta linealmente con la densidad numérica
de electrones. De las cantidades graficadas en las Figuras 6-7-(a) y 6-7-(b), la cantidad que
es relevante para el estudio de las oscilaciones de neutrinos (según lo visto en la subsección
anterior) es ∆m2M , por lo tanto en las Figuras 6-8-(a) y 6-8-(b) se ha graficado esta cantidad
en función de la coordenada adimensional z para los casos EMM y EM1.4, respectivamente,
y para varios valores de enerǵıa. De estas figuras se observa que la diferencia de los cuadrados
de las masas efectivas, para los casos EMM y EM1.4 y para todas las enerǵıas consideradas,
es una función levemente decreciente en casi todo el rango de la variable z y que muy cerca
al radio estelar z ' 1 decae muy rápidamente. Con la ayuda de la gráfica 6-6, se puede ver
que la resonancia para todas las enerǵıas mostradas, se alcanza en prácticamente el radio de
la estrella en consideración. También se puede ver que la diferencia de los cuadrados de las
masas efectivas es directamente proporcional a la enerǵıa.
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Figura 6-7. Cuadrado de las masas efectivas (a) y su diferencia (b) en función de ne/NA,
para E = 1 MeV, en el rango de densidad t́ıpico de una EN. La ĺınea vertical muestra la
ubicación de la resonancia (ver ecuación (6-105)), donde la diferencia de los cuadrados de
las masas efectivas ∆m2M en la ecuación (6-101) es mı́nima (en las gráficas la ubicación de
la resonancia se muestra desplazada debido a la escala logaŕıtmica).
Con los datos presentados en las Figuras 6-8-(a) y 6-8-(b), para las diferencias de los cuadra-
dos de las masas efectivas, y con los perfiles de densidad de electrones para los casos EMM y
EM1.4 que se muestran en las Figuras 4-6-(b) y 4-6-(d), respectivamente, es posible calcular
el parámetro adiabático en función del cociente r/R, para la EMM y la EM1.4, con el fin de
saber cómo es la propagación de los neutrinos electrónicos en el interior de estas estrellas, es
decir, si su propagación es adiabática o no y si pueden oscilar a neutrinos muónicos cuando
pasan el punto de resonancia. Primero, permı́tanos analizar lo que pasa en el caso de la EMM:
Para este caso el parámetro adiabático se muestra en la Figura 6-9 en función de r/REMM
para distintos valores de enerǵıa. En esta figura la ĺınea vertical discontinua corresponde al
punto donde ocurre la resonancia. De esta figura se puede ver que el parámetro adiabático
es mucho mayor que la unidad en casi todos los puntos de la estrella excepto en puntos muy
cercanos al radio estelar donde z ' 1. Por lo tanto, se puede decir que los neutrinos electró-
nicos creados en el interior mas profundo de la estrella z ' 0 se propagan adiabáticamente
hasta muy cerca de la superficie de la estrella z ' 1, y posteriormente se propagan en el régi-
men extremadamente no-adiabático en donde γ  1, grandes transiciones entre los estados
propios de masa en la materia νM1 y ν
M
2 , hasta que logran salir de la estrella. La propagación
extremadamente no-adiabática cerca a la superficie de la estrella, en donde se encuentra el
punto de resonancia, se ve mas evidente si se grafica el parámetro adiabático en el punto de
resonancia, que para el perfil de electrones que se está considerado es donde se presenta la
MVA, para distintos valores de enerǵıa. Dicha gráfica se muestra en la Figura 6-10-(a). De
esta figura se puede observar que efectivamente el parámetro adiabático en la resonancia es
mucho menor que la unidad para todo el rango de enerǵıa considerado aqúı y por lo tanto la
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Figura 6-8. Diferencia de los cuadrados de las masas efectivas en función del cociente r/R
para la EMM (a) y la EM1.4 (b).
propagación en este punto se dice que es extremadamente no-adiabática. Como consecuencia
de esto, en la región resonante no hay posibilidad de que ocurran oscilaciones entre distintos
sabores de neutrinos [5]. Con todo lo anterior, se tiene que la probabilidad de supervivien-
cia del neutrino electrónico dentro de la aproximación adiabática, la cual está dada en la
ecuación (6-120), es completamente válida desde el centro de la EMM (z ' 0) hasta prác-
ticamente la superficie de la estrella, en donde se hace necesario tener en cuenta los efectos
no-adiabáticos. La gráfica de esta probabilidad de supervivencia, para neutrinos con ener-
ǵıas de 1MeV, se muestra en la Figura 6-10-(b) y se puede ver que los efectos de la materia
suprimen completamente la conversión de neutrinos electrónicos a neutrinos muónicos en el
interior de la EMM. Aunque la anterior figura se hizo para E = 1MeV, esta se mantiene
para todo el rango de enerǵıas considerado aqúı. En resumen, un neutrino electrónico que se
produce en el centro de la estrella se propagará adiabáticamente, y sin ninguna posibilidad
de convertirse a un neutrino muónico, hasta muy cerca de la superficie de la estrella en donde
la propagación se hace extremadamente no-adiabática.
Para el caso de la EM1.4 los resultados obtenidos se muestran en las Figuras 6-11 y 6-12. Se
puede ver que la propagación de neutrinos electrónicos en el interior de esta estrella es muy
similar a la que se encontró en la EMM. En este caso tampoco hay posibilidad de conversión
de neutrinos electrónicos a neutrinos muónicos en el interior de la estrella, para el rango de
enerǵıa considerado aqúı.
Otros trabajos
Para terminar, permı́tanos comentar lo siguiente respecto a otros trabajos sobre oscilaciones
de neutrinos en ENs:
Recientemente, año 2009, Chengfu Mu et al. [45] publicaron un art́ıculo en donde es-
tudiaron las oscilaciones de neutrinos electrónicos a neutrinos tau en el interior de una
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EN pero en el marco de un modelo de QCD efectivo con simetŕıa quiral en donde
consideran que la estrella está compuesta por quarks y electrones a altas densidades
y por materia hadrónica a bajas densidades (es claro que tal composición contrasta
fuertemente con la utilizada en este trabajo, es decir, neutrones, protones y electro-
nes). En tal trabajo los autores, al igual que nosotros, utilizaron las ecuaciones TOV
para encontrar las propiedades de ENs pero con la diferencia de que no muestran ex-
pĺıcitamente las masas de las estrellas (por lo cual no es claro que el modelo utilizado
por ellos sea consistente con las nuevas mediciones de masas de ENs) ni los perfiles de
densidad de electrones los cuales son relevantes para el estudio de las oscilaciones de
neutrinos. Ellos encontraron que puede haber oscilaciones de neutrinos de baja enerǵıa
(νe → ντ ) en el interior de una EN y que tal oscilación puede considerarse una señal
de la restauración de simetŕıa quiral en el core de la estrella.
En otro trabajo muy reciente, realizado por Maxim Dvornikov en el año 2010 [246], se
estudió las oscilaciones de sabor de neutrinos de baja enerǵıa, en particular el canal de
oscilación νe → νµ, propagándose en la materia densa de una EN rotante 17 (neutrones,
protones y electrones). En tal trabajo se encontró la ecuación de evolución de los
neutrinos (dos sabores) pero se restringieron a discutir solo el caso cuando la densidad
de materia dentro de la estrella es constante, lo cual no es del todo cierto. En este caso,
el autor encontró que neutrinos electrónicos con enerǵıas del orden de 16 eV pueden
mutar a neutrinos muónicos con una probabilidad del 100 %. El autor enfatiza que tal
estudio no es válido para neutrinos con altas enerǵıas.
17Respecto a nuestro trabajo, el logro de este art́ıculo es que tiene en cuenta la rotación de la estrella.
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Figura 6-9. Parámetro adiabático para la EMM para distintos valores de enerǵıa del neu-
trino. La ĺınea vertical corresponde al punto donde ocurre la resonancia.
Figura 6-10. (a) Parámetro adiabático en la resonancia para la EMM en función de la
enerǵıa del neutrino. (b) Probabilidad de supervivencia del neutrino electrónico en función
de r/REMM para la EMM.
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Figura 6-11. Parámetro adiabático para la EM1.4 para distintos valores de enerǵıa del
neutrino. La ĺınea vertical corresponde al punto donde ocurre la resonancia.
Figura 6-12. (a) Parámetro adiabático en la resonancia para la EM1.4 en función de la
enerǵıa del neutrino. (b) Probabilidad de supervivencia del neutrino electrónico en función
de r/REM1.4 para la EM1.4.
7. Conclusiones y recomendaciones
7.1. Conclusiones
En este trabajo se han estudiado algunos aspectos de la estructura de ENs, como contexto
para el estudio de la propagación de neutrinos en dichas estrellas. Para el estudio de la
estructura de ENs, es decir encontrar sus masas gravitacionales y sus radios, se construyeron
tres EdEs numéricas para modelar el interior de una EN (caṕıtulo 3):
Para la elaboración de la primera EdE se consideró en primera aproximación, tal y como
fue considerado en [47, 48], que la materia contenida en una EN estuviera compuesta
únicamente de neutrones (estrella de neutrones pura) dentro del modelo del gas de
Fermi ideal completamente degenerado en donde las part́ıculas no interaccionan entre
śı.
Para la elaboración de la segunda EdE se consideró el hecho, un poco mas realista
según lo discutido en la sección 3.2, de que la materia contenida en una EN estuviera
compuesta de neutrones, protones y electrones en equilibrio-β (estrella de neutrones
con protones y electrones) pero todav́ıa dentro del modelo del gas de Fermi ideal
completamente degenerado. Esta consideración fue tenida en cuenta en [48], para la
elaboración de la EdE numérica de una EN.
Para la elaboración de la tercera EdE se consideró el caso mas realista, y enormemente
utilizado por la comunidad cient́ıfica, en donde la materia contenida en una EN está
compuesta de neutrones, protones y electrones en equilibrio-β, pero donde los neutrones
y protones (nucleones) interactúan fuertemente. El modelo que se utilizó para modelar
este tipo de interacción es un modelo fenomenológico elaborado primeramente por
Prakash et al.[49, 26]. Esta EdE fue primeramente calculada y utilizada por Prakash
et al. en 1988 para encontrar las propiedades de ENs [49].
De las gráficas de estas tres EdEs, Figuras 3-2 y 3-7, se observó que a grandes presiones
no hay efectos significativos al incluir protones y electrones a la materia de neutrones libres
y que por el contrario el efecto de la inclusión de las interacciones nucleón-nucleón fue el
de producir una EdE más “ŕıgida” que las EdEs para part́ıculas no-interactuantes, es decir
una EdE en donde la presión se incrementa mucho más rápido con la densidad de enerǵıa,
resultado muy bien conocido en la literatura cient́ıfica [49, 65, 48].
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Con la utilización de las tres EdEs se procedió a estudiar la estructura de ENs, de manera muy
similar a como se hizo en [48], integrando numéricamente las ecuaciones de estructura estelar
provenientes de la teoŕıa de Einstein de la RG (TOV) y sólo a manera de comparación las
ecuaciones de estructura provenientes de la teoŕıa de gravitación de Newton (newtonianas).
Los resultados obtenidos (caṕıtulo 4) pueden resumirse de la siguiente manera:
Se verificó que las correcciones de la RG son importantes en la correcta determinación
de la estructura de una EN y que su efecto es el de disminuir la masa máxima permitida
para una EN respecto al caso newtoniano.
Se verificó que la inclusión de protones y electrones en la materia de una EN no afecta
de manera significativa la estructura de una EN.
Se verificó que hay un cambio sustancial en la estructura de la estrella cuando se
incluye la interacción fuerte entre nucleones, respecto al caso no-interactuante, y es
que aumenta la capacidad de la estrella de sostener una mayor cantidad de masa en
contra del colapso gravitacional.
Se encontró una EMM de la relación masa-radio obtenida para cada una de las EdEs
utilizadas, cuyas caracteŕısticas estuvieron de acuerdo con trabajos previos en la litera-
tura. De estas EMMs, la de mayor masa gravitacional fue la que se encontró utilizando
la EdE con interacciones nucleares y su valor fue de 1.977 M, cuyo valor reproduce
correctamente el encontrado por M. Prakash et al. en 1988 [49], y se mostró que está de
acuerdo con los recientes datos observacionales. Esto nos permite concluir y verificar
que entre mas ŕıgida sea la EdE que modele la materia en el interior de una EN, la
estrella puede soportar mas masa gravitacional.
Se encontró tanto la densidad como las densidades numéricas de los neutrones y elec-
trones en función de la coordenada radial r, para tres configuraciones de la masa
gravitacional, MEMM = 1.977 M y MEM1.4 = 1.4 M para el modelo con interacciones
nucleares y M = 0.6994 M para el modelo de Fermi de part́ıculas no-interactuantes.
Se mostró que las dos primeras configuraciones son de particular interés debido a que
datos observacionales muestran que masas de algunas ENs están muy cercanas a estos
valores. Este fue uno de los grandes logros de esta tesis.
Por otro lado, con el fin de estudiar la propagación y oscilación de neutrinos en ENs, se
estudió la propagación y oscilación de neutrinos en un medio neutro compuesto de npe
dentro del marco del modelo estándar electrodébil, siguiendo a [13, 50]. De este estudio
se pudo verificar que a diferencia de lo que pasa en el vaćıo, en la materia los neutrinos
experimentan potenciales efectivos a medida que se propagan y que estos potenciales además
de ser independientes de la escogencia del gauge de la teoŕıa, como debeŕıa de ser, son
proporcionales a las densidades numéricas de las part́ıculas en el medio, es decir, de neutrones
y protones. También se verificó que la aparición de estos potenciales puede conducir a que
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los neutrinos puedan oscilar a medida que se propagan por el medio, incluso si se supone que
sus masas en reposo son nulas y que la cantidad relevante para las oscilaciones es la densidad
numérica de electrones. La densidad numérica de neutrones sólo es importante si se quiere
analizar la conversión de un neutrino electrónico a un neutrino estéril.
El estudio de la propagación y oscilación de neutrinos en ENs, lo cual es el principal objetivo
de este trabajo, se hizo tanto para la EMM y como para la EM1.4 encontradas con inter-
acciones nucleares en la subsección (4.1.2). Para este estudio se consideró que los neutrinos
electrónicos producidos en el interior de estas estrellas tienen enerǵıas entre 0.01 MeV y
1MeV y además se utilizaron los parámetros de mezcla en el vaćıo para neutrinos solares
dados por ∆m2 = 7.59 × 10−5 eV2 y sin2 2ϑ =0.87. De este estudio se encontró que tanto
para la EMM como para la EM1.4, los neutrinos electrónicos producidos en su interior se
propagan adiabáticamente en prácticamente todo el radio estelar y que sólo en una pequeña
región cercana a la superficie de la estrella, su propagación se vuelve extremadamente no-
adiabática. Se encontró además que no puede haber oscilaciones entre neutrinos electrónicos
y muónicos (tauónicos) en el interior de ENs con caracteŕısticas similares a las encontradas
para la EMM y la EM1.4. Este resultado es el principal logro de este trabajo.
7.2. Recomendaciones
1. Además de los observables astrof́ısicos de ENs encontrados en este trabajo, quedo
pendiente estudiar otros observables como lo son el momento de inercia de la estrella
y su corrimiento al rojo.
2. En orden a tener una EdE mas realista que describa la materia en el interior de ENs, es
necesario que para la elaboración de la EdE (que modela la materia en el núcleo de una
EN) se incluya la contribución de los muones, la cual fue despreciada en este trabajo,
y que para la coraza se utilize una EdE realista. Téngase en cuenta que la inclusión
de muones traeŕıa consigo cambios en los potenciales efectivos de los neutrinos y por
lo tanto cambios en su propagación respecto al caso de npe. En este punto ya se está
trabajando.
3. Es sabido actualmente que los efectos de la rotación pueden afectar significativamente
la estructura y propiedades de ENs, especialmente si la frecuencia rotacional es cerca-
na a la frecuencia de Kepler de la estrella (La frecuencia de Kepler, es la frecuencia
mas alta que puede tener un objeto auto-gravitante antes de que comience a perder
masa en el ecuador). ENs con masas alrededor de 1 M entran en el regimen de al-
ta rotación, si sus frecuencias rotacionales son mas altas que 1000 Hz [247]. Aunque
actualmente no hay evidencia de ENs rotando por encima del ĺımite de 1000 Hz, lo
cual hace razonable despreciar la rotación de la estrella para encontrar sus propiedades
como se hizo en este trabajo, la teoŕıa no excluye la posibilidad de que existan ENs
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rápidamente rotantes y por lo tanto se hace bastante interesante el poder predecir sus
propiedades. El problema de abarcar este problema es que las ecuaciones de estructu-
ra estelar para ENs rápidamente rotantes son considerablemente mas complejas que
las de estrellas simétricamente esféricas (TOV). Estas complicaciones surgen debido a
la deformación rotacional en estrellas rotantes (es decir, achatamiento en los polos y
abultamiento en el ecuador), lo cual conduce a una dependencia de la métrica de la
estrella sobre la coordenada polar θ [248]. Además de esto, la rotación estabiliza la
estrella en contra del colapso gravitacional y por lo tanto ENs rotantes son mas masi-
vas que las estáticas. Una masa mas grande, sin embargo, causa una mayor curvatura
del espacio-tiempo. Esto hace que las funciones métricas dependan de la frecuencia.
Todo lo anterior hace que se haga casi inalcanzable poder estudiar los efectos de la ro-
tación sobre las propiedades de ENs. Afortunadamente, Nikolaos Stergioulas [249] ha
desarrollado y hecho accesible al público un código numérico llamado RNS (disponible
en http://www.gravity.phys.uwm.edu/rns/ ) el cual permite resolver las ecuaciones de
estructura para ENs rápidamente rotantes!!. Aśı, este seŕıa otro aspecto a tratar en un
trabajo posterior.
4. A pesar de que lo que se dijo al comienzo del caṕıtulo (2) de que los efectos de los
campos magnéticos sobre las propiedades globales de ENs como lo son sus masas y
radios es despreciable para la mayoŕıa de ENs detectadas hasta el momento, lo que śı
se sabe es que afectan la EdE respecto al caso no-magnetizado [20], y por lo tanto esto
se traduciŕıa en un cambio de la distribución de la materia de la estrella, respecto al
caso no-magnetizado. Aśı, este seŕıa otro punto a tratar en un trabajo posterior.
5. Debido a las altas densidades numéricas de electrones encontradas para las ENs con-
sideradas en este trabajo y también debido a que hay tres especies de neutrinos en la
naturaleza, es necesario hacer un estudio de oscilación de neutrinos dentro del forma-
lismo con tres sabores de neutrinos.
6. Otro punto muy interesante es el estudiar tanto la estructura como las oscilaciones de
neutrinos en proto-estrellas de neutrones, es decir ENs recién nacidas, ya que cuando
estas aún se encuentran en el interior de la supernovas que las contienen, son las
responsables en gran parte de la producción de neutrinos que después serán liberados
en la explosión y los cuales son muy probables de ser detectados en la Tierra. Este
seŕıa otro punto a tratar en un trabajo posterior.
A. Convenciones, formulas útiles y
constantes f́ısicas
A.1. Convenciones
En los caṕıtulos 5 y 6, se usan unidades naturales en las cuales
c = ~ = kB = 1, (A-1)
donde c es la velocidad de la luz (ecuación (A-90)), ~ es la constante de Planck reduci-
da (ecuación (A-91)), y kB es la constante de Boltzmann (ecuación (A-92)). Las unidades
naturales implican los factores de conversión en la Tabla A-1.
Otras convenciones que se utilizan en esta tesis son las siguientes:
- Tensor métrico:
ηµν = η
µν = diag(1,−1,−1,−1), µ, ν = 0, 1, 2, 3, (A-2)
donde η es la métrica de Minkowski.
- Cuadrivector espacio-tiempo contravariante:
xµ = (x0, x1, x2, x3) = (x0,x), (A-3)
donde x0 = t y x = (x1, x2, x3).
- Cuadrivector espacio-tiempo covariante:
xµ = ηµνx

















- Cuadrivector enerǵıa-momentum contravariante:
pµ = (p0,p). (A-6)
























































































































































































































































































































































































































- Representaciones covariante y contravariante de un cuadrivector V :
V µ = (V 0,V ) = ηµνVν , Vµ = (V
0,−V ) = ηµνV ν . (A-7)
- Producto escalar entre dos cuadrivectores A y B:
A ·B = AµBµ = ηµνAµBν = ηµνAµBν = A0B0 −A ·B. (A-8)
- Norma de un cuadrivector V :
| V |2= V · V = (V 0)2 − V 2. (A-9)
Los cuadrivectores se dividen en tres grupos acorde al signo de su norma:
| V |2 > 0 como de tiempo (A-10)
| V |2 = 0 como de luz (A-11)
| V |2 < 0 como de espacio (A-12)
Cuadrivectores como de tiempo son ortogonales a ellos mismos. Un cuadrivector que
es ortogonal a un cuadrivector como de tiempo es como de espacio, y viceversa. Para
una part́ıcula con masa m
p2 = m2 =⇒ p0 =
√
p2 +m2 ≡ E. (A-13)
- Delta de Kronecker:
δkj = δ
kj = δkj . (A-14)
- Matriz Identidad: La matriz identidad n× n se denota como 1n
- Notación Slash de Feynman:
/A ≡ γµAµ (A-15)
- Tensores totalmente antisimétricos de rango 2:
εkj = εkj, con ε
12 = 1, (A-16)
εijεkl =
∣∣∣∣ δik δilδjk δjl
∣∣∣∣ , (A-17)∑
i
εijεil = δjl, (A-18)∑
i,j
εijεij = 2. (A-19)
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- Tensores totalmente antisimétricos de rango 3:
εkjl = εkjl, con ε









∣∣∣∣ δjm δjnδkm δkn
∣∣∣∣ , (A-22)∑
i,j
εijkεijn = 2δkn, (A-23)∑
i,j,k
εijkεijk = 6. (A-24)
- Tensores totalmente antisimétricos de rango 4:
εµνρσ = −εµνρσ, con ε0123 = 1, (A-25)
εµνρσεαβγδ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ηµα ηµβ ηµγ ηµδ
ηνα ηνβ ηνγ ηνδ
ηρα ηρβ ηργ ηρδ











εµνρσεαβ ρσ = −2δkn
∣∣∣∣ ηµα ηµβηνα ηµβ
∣∣∣∣ , (A-28)∑
ν,ρ,σ
εµνρσεα νρσ = −6ηµα, (A-29)∑
µ,ν,ρ,σ
εµνρσεµνρσ = −24. (A-30)
A.2. Matrices de Pauli
- Definición:
















A.3 Matrices de Dirac 111
- Propiedades:
(σk)2 = 12, (A-32)
σk = (σk)†, (A-33)
(σk)T = (σk)∗, (A-34)
σ2σkσ2 = −(σk)T . (A-35)
- Conmutación y anticonmutación:




{σk, σj} = 2δkj12. (A-37)
- Productos:




σiσjσk = iεijk + δijσk − δikσj + δjkσi. (A-39)
- Trazas:
Tr[σi] = 0, (A-40)
Tr[σiσj] = 2δij, (A-41)
Tr[σiσjσk] = 2iεijk, (A-42)
Tr[σiσjσkσl] = 2[δijδkl − δikδjl + δilδjk]. (A-43)











A.3. Matrices de Dirac
- Definiendo relaciones:
{γµ, γν} ≡ γµγν + γνγµ = 2ηµν , (A-45)
γ0γµ†γ0 = γµ. (A-46)
- Propiedades (k = 1, 2, 3):
(γ0)† = γ0, (γk)† = −γk ⇐⇒ (γµ)† = γµ ≡ ηµνγν . (A-47)
(γ0)2 = 14, (γ
k)2 = −14 =⇒ γνγν = 4, (A-48)
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- Definición y propiedades de γ5:




{γ5, γµ} = 0, (A-50)
(γ5)2 = 14, (A-51)





- Definición y propiedades de σµν :
σµν =≡ i
2
[γµ, γν ] = iγµγν − iηµν = iηµν − iγνγµ, (A-54)
[γ5, σµν ] = 0, (A-55)





- Productos de matrices γ:
γµγν = gµν − iσµν , (A-58)




γµγνγρ = gµνγρ − gµργν + gνργµ + iεµνρσγσγ5, (A-60)
γµγαγµ = −2γα, (A-61)
γµγαγβγµ = 4g
αβ, (A-62)
γµγαγβγργµ = −2γργβγα. (A-63)
- Trazas:
Tr[γµ1 ] = 0,Tr[γµ1γµ2γµ3 ] = 0, . . . , Tr[γµ1γµ2 . . . γµ2n+1 ] = 0, (A-64)
Tr[γµ1γµ2 . . . γµn−1γµn ] = Tr[γµnγµn−1 . . . γµ2γµ1 ], (A-65)
Tr[γµ1γµ2 ] = 4gµ1µ2 , (A-66)
Tr[γµ1γµ2γµ3γµ4 ] = 4(gµ1µ2gµ3µ4 − gµ1µ3gµ2µ4 + gµ1µ4gµ2µ3), (A-67)
Tr[γµ1γµ2γµ3γµ4 . . . γµ2n−1γµ2n ] = gµ1µ2Tr[γµ3γµ4 . . . γµ2n−1γµ2n ]
− gµ1µ3Tr[γµ2γµ4 . . . γµ2n−1γµ2n ]
+ . . .
+ gµ1µ2nTr[γµ2γµ3γµ4 . . . γµ2n−1 ] (A-68)
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Tr[γ5] = 0, Tr[γµ1γ5] = 0, Tr[γµ1γµ2γ5] = 0, Tr[γµ1γµ2γµ3γ5], (A-69)
Tr[γµ1γµ2γµ3γµ4γ5] = −4iεµ1µ2µ3µ4 . (A-70)








P 2L = PL, P
2
R = PR, PLPR = PRPL = 0 PR + PL = 14 PR − PL = γ5. (A-72)
- Campos de Weyl y sus conjugados:
lL = PLl, lR = PRl, lL = PRl, lR = PLl. (A-73)
- Matriz conjugación de Carga:
CγµC−1 = −(γµ)T , (A-74)
C†C = 14 (A-75)
CT = −C. (A-76)
Cγ5C−1 = (γ5)T , (A-77)
C(σµν)TC−1 = −σµν . (A-78)





























































, con σµ = (12,σ), σ
µ = (−12,σ), (A-83)
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En esta sección se muestra una lista de las contantes f́ısicas utilizadas en esta tesis. Los
valores sin referencias fueron sacados de Review of Particle Physics en la Ref. [4]. Las
incertidumbres de 1-σ en los últimos d́ıgitos están dados en paréntesis.
Unidad de Masa Atómica uma ≡M(12C)/12 = 931.494028(23) MeV/c2
=1.660538782(83)× 10−27 kg, (A-88)
Número de Avogadro NA = 6.02214179(30)× 1023 mol−1, (A-89)
Velocidad de la Luz c = 299792458 m s−1, (A-90)
Constante de Planck Reducida ~ = 1.054571628(53)× 10−34 Js
=6.58211899(16)× 10−22 MeV s, (A-91)
Constante de Boltzmann kB = 1.3806504(24)× 10−23 J K−1
=8.617343(15)× 10−5 eV K−1, (A-92)
Constante de Conversión ~c = 197.3269631(49) MeV fm, (A-93)
Constante Gravitacional G = 6.67428(67)× 10−11 m3 kg−1 s−2
=6.70881(67)× 10−39 ~c(GeV/c2)−2, (A-94)
Constante de Fermi GF = 1.11637(1)× 10−5 GeV−2, (A-95)
Constante de Estructura Fina α = 7.2973525376(50)× 10−3
=1/137.035999679(94), (A-96)
Masa Solar M = 1.9884(2)× 1030 kg, (A-97)
Radio Equatorial Solar R = 6.9551(4)× 108m, (A-98)
Radio de Schwarzschild del Sol
2GM
c2
= 2.9532500770(2) km, (A-99)
Masa del Electrón me = 0.510998910(13) MeV/c
2
=9.10938215(45)× 10−31 kg, (A-100)
Carga del Electrón e = 1.602176487(40)× 10−19 C, (A-101)
Tiempo de Vida del Electrón τe > 4.6× 1026 años, (A-102)
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Masa del Muón mµ = 105.658369(9) MeV/c
2, (A-103)
Tiempo de Vida del Muón τµ = 2.19703(4)× 10−6 s, (A-104)
Masa del Tauón mτ = 1776.82± 0.16 MeV/c2, (A-105)
Tiempo de Vida del Tauón ττ = (290.6± 1.0 s)× 10−15, (A-106)
Masa del Protón mp = 938.272013(23) MeV/c
2
=1.672621637(83)× 10−27 kg, (A-107)
Tiempo de Vida del Protón τp > 2.1× 1029 años, (A-108)
Masa del Neutrón mn = 939.56536(81) MeV/c
2, (A-109)
=1.67492729(28)× 10−27 kg, (A-110)
Tiempo de Vida del Neutrón τn = 885.7± 0.8 s, (A-111)
Masa del Fotón mγ < 1× 10−27 GeV, (A-112)
Tiempo de Vida del Fotón τγ =∞, (A-113)
Masa del W± mW = 80.399± 0.023 GeV, (A-114)
Tiempo de Vida del W± τW = (3.195± 0.077 s)× 10−25, (A-115)
Masa del Bosón Z mZ = 91.1876± 0.0021 GeV, (A-116)
Tiempo de Vida del Z τZ = (2.643± 0.007 s)× 10−25, (A-117)
ángulo de Mezcla Débil sin2 θW = 0.23116(13). (A-118)
B. Estrellas relativistas
En éste Apéndice derivaremos las ecuaciones que rigen el espacio-tiempo y la disposición de
la materia en el caso de estrellas relativistas estáticas y esféricas. Estas son las ecuaciones
básicas que subyacen en el desarrollo de los modelos de ENs.
B.1. Deducción de las ecuaciones de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff
La siguiente derivación fue adaptada de [70] (para derivaciones alternas ver [250, 29, 21].)
B.1.1. Ecuación de equilibrio hidrostático
El intervalo espacio-temporal entre dos eventos separados infinitesimalmente esta dado por
[250]:
ds2 = −c2dτ 2 = gµνdxµdxν , (B-1)
donde τ es el tiempo propio. En nuestra notación µ, ν = 0, 1, 2, 3. Se consideran, además,
unidades donde c = 1.
La forma estándar más general para una métrica estática e isotrópica está representada por
dτ 2 = B(r)dt2 − A(r)dr2 − r2dθ2 − r2 sin2 θdϕ2, (B-2)
por lo que,
grr = A(r), gθθ = r
2, gϕϕ = r
2sin2θ, gtt = −B(r) (B-3)
gµν = 0 para µ 6= ν.
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El tensor enerǵıa-momentum es asumido como el de un fluido perfecto 1, el cual es
Tµν = Pgµν + (P + ε)UµUν , (B-6)
con P la presión propia y ε la densidad total de enerǵıa propia, medidas en un marco de
referencia localmente inercial en co-movimiento con el elemento de fluido en el instante de
la medición. Uµ es el valor local del cuadri-vector velocidad, definido tal que
gµνUµUν = −1. (B-7)
El tensor de enerǵıa-momentum satisface las ecuaciones de conservación, para un sistema
aislado, dadas por [250]:
T µν;ν = 0, (B-8)
donde T µν;ν es la derivada covariante de T
µν respecto a la coordenada xν , definida como:

































gT µν) + ΓµλνT
λν = 0. (B-11)












g(P + ε)UµUν) + Γµλν((P + ε)U
νUλ) = 0. (B-12)
1Para una EN, la materia puede ser asumida como un fluido perfecto debido a que las observaciones de
glitches (aceleraciones repentinas) de pulsars han mostrado que las desviaciones del fluido perfecto (debido
a la presencia de una corteza sólida) son del orden de 10−5 (ver por ejemplo [251]).
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Considerando el fluido en reposo(ya que la estrella es estática) se tiene que
Ur = Uθ = Uϕ = 0; Ut = −(−gtt)−1/2 = −
√
B(r). (B-13)
Nuestras asunciones de independencia temporal y simetŕıa esférica implican que P y ε son
funciones solamente de la coordenada radial r. Aśı, todas las derivadas temporales de gµν ,











[(P + ε)UµUν ] = 0, (B-15)




+ Γµ00(P + ε)U
0U0, (B-16)

















La anterior es llamada ecuación relativista de equilibrio hidrostático, y es muy importante
en la deducción de las ecuaciones de estructura de la estrella.
B.1.2. Ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
A través de los śımbolos de Christoffel se puede hallar el tensor de Ricci, el cual es necesario









κη − ΓηµκΓλλη, (B-19)




























































Rµν = 0 para µ 6= ν,
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donde las primas indican diferenciación con respecto a r. Aśı, con (B-6) y (B-20) se puede




























= −4πG(ε− P )A (B-22)































= −4πG(ε+ 3P )B. (B-24)
No es necesario escribir la ecuación para Rϕϕ ya que ésta es idéntica a la ecuación para Rθθ.
Por otro lado, la ecuación relativista de equilibrio hidrostático (B-18), para el caso particular







El conjunto de ecuaciones (B-22), (B-23), (B-24) y (B-25) deben resolverse para determinar
la estructura de la estrella. Para ello, en primer lugar, se halla una ecuación independiente


















Esta ecuación puede ser escrita como( r
A
)′
= 1− 8πGεr2, (B-27)












De este modo, se puede usar la solución (B-28) y la ecuación (B-25) para eliminar A(r) y













− 4πGεr2 = −4πG(ε− P )r2.
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Esto puede ser reordenado y se obtiene














La ecuación anterior es la ecuación (2-9) pero en unidades naturales.
B.2. Colapso gravitacional y masa máxima
En la f́ısica newtoniana, solamente la masa genera gravedad. En la Teoŕıa Especial de la
Relatividad la masa es equivalente a la enerǵıa, por lo tanto en Relatividad General todas
las formas de enerǵıa generan gravedad. Es sorprendente que la presión juegue un papel
mas importante en la estructura de estrellas relativistas que el que desarrolla en la gravedad
newtoniana. La presión es la que apoya a las estrellas en contra de la gravedad, pero sorpren-
dentemente, es la que en últimas garantiza el colapso gravitacional de estrellas relativistas
cuyas masas se encuentran por encima de cierto ĺımite.
La presión aparece junto con la densidad de enerǵıa en determinar el decrecimiento de la
presión en una estrella relativista (ver ecuación (B-30)). La gravedad actúa para comprimir
el material de la estrella. Por lo tanto, la presión del material se incrementa hacia el centro.
Pero en la medida que la presión aumenta en el lado derecho de la ecuación (B-30) esto
aumenta más la compresión de la gravedad sobre la materia. Por lo tanto, para las estrellas
de masa cada vez mayor, para las cuales la presión de apoyo debe incrementarse, el gradiente
de presión (que es negativo) se hace mayor en magnitud, conduciendo a que el radio de la
estrella se haga mas pequeño debido a que su borde necesariamente ocurre en P = 0. Como
consecuencia, si la masa de una estrella relativista excede un valor cŕıtico, no hay escape del
colapso gravitacional a un agujero negro [79]. Cualquiera que sea la EdE, la secuencia de un
parámetro de configuraciones estables pertenecientes a ésta EdE se termina por una estrella
compacta de masa máxima. La masa de ésta estrella se conoce como masa máxima o ĺımite
de masa de la secuencia.
C. Resolviendo las ecuaciones de
estructura estelar con Mathematica
En este apéndice se muestra el código numérico implementado en el programa Mathematica
para integrar numéricamente las ecuaciones de estructura newtonianas, ecuación (4-1), y
TOV, ecuación (4-2), para una EN. El método utilizado para la integración es el método de
Runge Kutta de cuarto orden, con un tamaño de paso adaptativo [78]. El código nos arroja la
masa M , radio R, perfil de presión P (r) y de masaM(r), para una estrella con una presión
central Pc.
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D. El Modelo electrodébil
Glashow-Weinberg-Salam (sector
leptónico)
En la primera sección de este apéndice se discute como se generan en general las masas de los
leptones en el modelo electrodébil GWS. En la segunda sección se derivan los Lagrangianos
efectivos a bajas enerǵıas de corriente cargada y corriente neutra, los cuales como se verá en
la subsección 6.2.1, son los que proporcionan los potenciales efectivos de los neutrinos en la
materia. En la cuarta sección se muestra el Lagrangiano electrodébil completo del modelo
GWS y finalmente en la quinta sección se muestran las reglas de Feynman relevantes para
esta tesis.
D.1. Descripción del Lagrangiano electrodébil
La presente teoŕıa para las interacciones electrodébiles es el modelo electrodébil Glashow-
Weinberg-Salam (GWS) [200, 201, 202]. El modelo GWS está basado sobre el grupo de
simetŕıa gauge SU(2)L ⊗ U(1)Y . El grupo de simetŕıa SU(2)L es llamado isoesṕın débil. El
sub́ındice L indica que los elementos del grupo actúan de una manera no trivial sólo sobre
las componentes quirales de mano-izquierda de los campos fermiónicos (las componentes
quirales de mano-derecha son singletes bajo transformaciones de isoesṕın débil). Este grupo
tiene tres generadores, para los cuales usamos la notación
Ia (a = 1, 2, 3). (D-1)
Ellos satisfacen las relaciones de conmutación del momentum angular
[Ia, Ib] = iεabcIc. (D-2)
En la ecuación anterior εabc es un tensor totalmente antisimétrico con tres ı́ndices, en donde
ε123 = 1.
El grupo de simetŕıa U(1)Y es llamado hipercarga. Este es generado por el operador hipercarga
Y , el cual está conectado con I3 y el operador carga Q por la relación de Gell-Mann-Nishijima
[252, 253]
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Esta relación es necesaria en orden a fijar la acción del operador hipercarga Y sobre los
campos fermiónicos, lo cual no es una limitación de la teoŕıa, debido a que U(1)Y es abeliano.
Sin embargo, la relación de Gell-Mann-Nishijima implica la unificación de las interacciones
débil y electromagnética.
En orden a tener invariancia gauge local, se deben de introducir tres campos bosónicos gauge
vectoriales W µa (a=1,2,3) asociados con los tres generadores Ia (a=1,2,3) del grupo SU(2)L,
y un campo bosónico gauge vectorial Bµ asociado con el generador Y del grupo U(1)Y . La
derivada covariante Dµ, la cual en teoŕıas gauge reemplaza a la derivada normal ∂µ en el
Lagrangiano, es




en donde se ha introducido la notación vectorial




3 ) , I ≡ (I1, I2, I3) , (D-5)
con el producto escalar
W µ · I ≡
3∑
a=1
W µa Ia. (D-6)
la derivada covariante en la ecuación (D-4) contiene dos constantes de acoplamiento inde-
pendientes: g asociada con el grupo SU(2)L y g
′ asociada con el grupo U(1)Y .
Las componentes quirales de mano-izquierda de los campos fermiónicos son agrupadas hacia







y lR = R, (D-7)
De la escogencia en la ecuación (D-7) de las representaciones de isoesṕın débil para los





donde2 τ = (τ1, τ2, τ3). Por otra parte, la acción del operador hipercarga Y es fijada por la
relación de Gell-Mann-Nishijima en la ecuación (D-3):
Y L = −L. (D-9)
Aśı, el doblete leptónico de mano-izquierda tiene hipercarga Y = −1.
1En la sección D.3 se muestra el Lagrangiano electrodébil para las tres generaciones de leptones.
2τ1, τ2, τ3 son las tres matrices de Pauli σ1, σ2, σ3, respectivamente. Ver apéndice A
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Tabla D-1. Valores propios del isoesṕın débil, de su tercera componente I3, de la hipercarga
Y , y de la carga Q = I3 + Y/2 del doblete y singlete leptónico.
I I3 Y Q










Singlete leptónico lR 0 0 -2 -1
En el ME, se asume que los campos de neutrinos tienen solo componentes de mano-izquierda.
Las componentes de mano-derecha para los demás leptones (fermiones), lR, se asumen a ser
singletes bajo las transformaciones de isoesṕın débil:
IlR = 0. (D-10)
De la relación de Gell-Mann-Nishijima en la ecuación (D-3), lR tiene hipercarga Y = −2:
Y lR = −2lR. (D-11)
Los valores del isoesṕın débil, hipercarga, y carga eléctrica para el doblete y singlete leptónico
se muestran en la Tabla (D-1).
El Lagrangiano electrodébil (LGWS) es el Lagrangiano renormalizable mas general invariante
bajo el grupo de simetŕıa SU(2)L⊗U(1)Y escrito en términos de los campos fermiónicos, los
campos gauge bosónicos, y un doblete de Higgs Φ(x) a ser discutido mas adelante: para una
generación de leptones, se tiene3


















+LG + LFP, (D-12)
siendo LL el Lagrangiano de leptones (una generación), LYM el Lagrangiano de Yang-Mills
el cual contiene los términos cinéticos y los auto-acoplamientos de los bosones gauge, LH el
Lagrangiano de Higgs el cual genera el rompimiento el rompimiento espontáneo de simetŕıa,
LY el Lagrangiano de Yukawa el cual genera la masa leptónica, LG el Lagrangiano de fijar
el gauge y LFP el Lagrangiano de Faddeev-Popov. A continuación se discutirá cada uno de
estos términos.
3Note que se ha utilizado la notación de feynman γµDµ = /D.
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D.1.1. El Lagrangiano de leptones
Expandiendo la derivada covariante en la primera expresión de la ecuación (D-12) y omitiendo
los términos cinéticos, se obtiene el Lagrangiano de interacción que describe el acoplamiento




L(g /W · τ − g′ /B)L+ g′R/BR. (D-13)






)( g /W 3 − g′ /B g( /W 1 − i /W 2)






Permı́tanos separar el Lagrangiano de interacción hacia un Lagrangiano de corriente-cargada
(CC)




νlL( /W 1 − i /W 2)lL + lL( /W 1 + i /W 2)νlL
}
, (D-15)
dado por los términos por fuera de la diagonal en la ecuación (D-14), y un Lagrangiano de
corriente-neutra (CN)




νlL(g /W 3 − g′ /B)νlL − lL(g /W 3 + g′ /B)lL − 2g′R/BR
}
, (D-16)
dado por los términos sobre la diagonal en la ecuación (D-14). Consideremos inicialmente el
Lagrangiano de corriente-cargada dado por la ecuación (D-15). Definiendo los campos gauge
f́ısicos
W±µ ≡




































donde jµW y j
µ†
W son las corrientes leptónicas cargadas y están dadas por
jµW = νlγ
µ(14 − γ5)l y jµW = lγ
µ(14 − γ5)νl. (D-19)
Ahora, consideremos el Lagrangiano de CN en la ecuación (D-16). La teoŕıa debe incluir las
interacciones electromagnéticas descritas por el Lagrangiano de la electrodinámica cuántica
(QED por sus iniciales en inglés)
L (γ)L-int = −ejµγAµ (D-20)
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donde e es la carga del electrón, Aµ es el campo electromagnético, y j
µ
γ es la corriente
electromagnética leptónica
jµγ = −lγµl. (D-21)
El signo menos es debido a la carga negativa del electrón. El lagrangiano de la QED puede ser
obtenido del Lagrangiano de CN en la ecuación (D-16) expresando el campo electromagnético
Aµ como una combinación lineal apropiada deW µ3 yB
µ. Permı́tanos escribir esta combinación
lineal y una ortogonal, la cual define al campo Zµ, realizando una rotación en el plano de
los campos W µ3 y B
µ a través de un ángulo θW :
Aµ = sin θWW
µ
3 + cos θWB
µ, (D-22)
Zµ = cos θWW
µ
3 − sin θWBµ. (D-23)
El ángulo θW es el llamado ángulo de mezcla débil o ángulo de weinberg [201], aunque fue
introducido por primera vez por Glashow en 1961 [200]. El ángulo de mezcla débil se escoge
con el objetivo de obtener el Lagrangiano de la QED por medio del acoplamiento entre el
campo electromagnético y los campos fermiónicos. Reemplazando las expresiones, dadas en
las ecuaciones (D-22) y (D-23), en el Lagrangiano de CN dado por la ecuación (D-16), se
obtiene






(g cos θW + g















Ya que los neutrinos son part́ıculas neutras, ellos no se acoplan al campo electromagnético.
Por lo tanto, tomando el coeficiente del término correspondiente en la ecuación (D-24) igual
a cero, se obtiene que
g sin θW = g




Sustituyendo la ecuación (D-25) en la ecuación (D-24), se obtiene




νlL /ZνlL − (1− 2 sin2 θW )lL /ZlL + 2 sin2 θWR/ZR
}
+ g sin θW l /Al.
(D-26)
Ya que el último término nos proporciona el acoplamiento del campo del electrón con el
campo electromagnético, este debe de coincidir con el Lagrangiano de interacción de la QED
en la ecuación (D-20) y aśı se encuentra que
e = g sin θW = g
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Tabla D-2. Valores de gL, gR, gV y gA para los campos leptónicos. Los supeŕındices ν y l
indican, respectivamente, un neutrino genérico y un leptón cargado. Se ha definido sW ≡
sin θW .
Leptones gL gR gV gA


























El Lagrangiano de CN puede ser escrito como





donde L (γ)L-int es el Lagrangiano de la QED en la ecuación (D-20) y L
(Z)
L-int es el Lagrangiano
de corriente-neutra débil dado por

































A cuyos valores están dados en la
Tabla (D-2).
D.1.2. El Lagrangiano de Yang-Mills









Este Lagrangiano describe los términos cinéticos y los auto-acoplamientos de los campos
gauge.




3 ) y B
µν son:
W µνa = ∂







c (a = 1, 2, 3), (D-33)
Bµν = ∂µBν − ∂νBµ. (D-34)
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La expresión para Bµν es una sencilla generalización del tensor electromagnético
F µν = ∂µAν − ∂νAµ, (D-35)
donde Aµ es el campo electromagnético en la ecuación (D-22). Es bien sabido en la QED






el cual es invariante bajo transformaciones gauge U(1)em locales (ver, por ejemplo, [254]).
Similarmente, el segundo término de la ecuación (D-32) es invariante bajo transformaciones
gauge U(1)Y locales del tipo [5]




donde η(x) es una función gauge (parámetro de la transformación).
Por otra parte, la expresión en la ecuación (D-33) para el tensor asociado con los bosones
gauge SU(2)L tiene un término adicional el cual es necesario en orden a tener invarianza
del primer termino en la ecuación (D-32) bajo transformaciones gauge no-abelianas SU(2)L
locales del tipo [5]
W µ · I → W ′µ · I = U
(






donde4 U ≡ U(x) = eiϑ(x)·I .
En orden a obtener las consecuencias f́ısicas del Lagrangiano de Yang-Mills en la ecuación
(D-32), se debe expresar en términos de los campos gauge f́ısicos W µ±, Zµ y Aµ usando las
































ν − FW−µνAµW ν+ + F µνW−µ W+ν
]










ν)− (W µ+W−µ )(AνAν)
]




ν) + (W−µ Z
µ)(W+ν A









ν−)− (W−µ W µ+)2
]
, (D-39)
4Aqúı ϑ(x) = (ϑ1(x), ϑ2(x), θ3(x)) está compuesta de tres funciones gauge (parámetros de la transforma-
ción).
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en donde se puede reconocer el último término de la primera linea como el término cinético
en la ecuación (D-36) del campo electromagnético. Los primeros dos términos en la primera
linea son, respectivamente, los términos cinéticos para los bosones W y Z, los cuales son
escritos en términos de los respectivos tensores
F µνW ≡ ∂
µW ν − ∂νW µ, (D-40)
F µνZ ≡ ∂
µZν − ∂νZµ, (D-41)
los cuales tienen la misma estructura que el tensor electromagnético en la ecuación (D-35).
Los otros términos representan acoplamientos de tres y cuatro ramas de los bosones gauge.
D.1.3. El Lagrangiano de Higgs
La invariancia gauge SU(2)L ⊗ U(1)Y puede ser exacta solo en el caso cuando las masas de
todos los campos (part́ıculas) son iguales a cero. No es posible colocar términos de masa di-
rectamente en el Lagrangiano pues se violaŕıa la invarianza gauge del Lagrangiano y la teoŕıa
se haŕıa no renormalizable [255]. Afortunadamente, existe el llamado rompimiento espontá-
neo de simetŕıa, en el cual se desarrolla un mecanismo que conduce que conduce de manera
consistente a una teoŕıa invariante gauge que permite part́ıculas masivas. El mecanismo no
destruye la simetŕıa, sino que la “esconde”, preservando los efectos de invarianza en la teoŕıa.
El método es el llamado mecanismo de Higgs [256, 257, 258, 258, 259], el cual consiste en
introducir un nuevo campo que interactúa con los bosones gauge y cuya naturaleza está
descrita por un Lagrangiano LH con simetŕıa gauge local SU(2)L ⊗U(1)Y , la cual se rompe
espontáneamente a la U(1) del electromagnetismo (U(1)em), es decir.,
SU(2)L ⊗ U(1)Y → U(1)em. (D-42)
El tercer término de la ecuación (D-12) esta dado por5:
LH = (D
µΦ)†(DµΦ)− V (Φ), (D-43)
donde
V (Φ) ≡ V (Φ†Φ) = µ2Φ†Φ + λ(Φ†Φ)2 (D-44)
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Tabla D-3. Valores propios del isoesṕın débil I, de su tercera componente I3, de la hipercarga
Y , y de la carga Q = I3 + Y/2 del doblete y singlete leptónico.
I I3 Y Q










donde φ+(x) es un campo escalar complejo cargado y φ0 es un campo escalar complejo neutro.
Aqúı µ2 y λ > 0 son constantes. Los numeros cuánticos gauge de los campos de Higgs están








y despreciando un término constante irrelevante v4/4, el potencial de Higgs en la ecuación
(D-44) puede ser escrito como












Note que los dos campos escalares complejos originales, φ+ ≡ φ+(x) y φ0 ≡ φ0(x), en Φ
pueden ser parametrizados en términos de cuatro campos escalares reales, H ≡ H(x) y
φi ≡ φi(x), donde i = 1, 2, 3, como
φ+ ≡ 1√
2
(φ1 + iφ2), (D-49)
φ0 ≡ 1√
2
(H + iφ3). (D-50)
Tenemos ahora dos diferentes posibles escenarios para el potencial de Higgs:
1. Sin rompimiento espontáneo (µ2 ≥ 0: El potencial de Higgs V tiene un mı́nimo en
|Φ| = 0, es decir, Φ = 0 (y Φ† = 0). En teoŕıa cuántica de campos, esto significa que
el valor esperado del campo en el vaćıo es cero: 〈Φ〉0. De esta manera, el campo Φ
representa 4 part́ıculas escalares. Al hacer expĺıcita la derivada covariante en (D-43) y
5Este Lagrangiano es invariante bajo transformaciones gauge locales, Φ → Φ′ = UΦ, es decir, LH ≡
LH(Φ)→ L ′H ≡ LH(Φ′) = LH(Φ) ≡ LHiggs. De hecho, este potencial de Higgs es el potencial invariante
gauge renormalizable mas general para Φ.
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expresarla en términos de los bosones gauge f́ısicos según las ecuaciones (D-17), (D-22)
y (D-23), se obtiene un Lagrangiano con términos cinéticos para las componentes de
Φ y términos de interacciones. Los detalles de este calculo se muestran en cada una de
las siguientes referencias [131, 260, 261] y el resultado final se muestra en el Apéndice
D.3.









eiϕ, donde ϕ ∈ <. Esto describe un circulo en el plano
complejo de Φ y todos los puntos sobre este circulo son mı́nimos para V . Este es el
escenario mas interesante y será discutido mas abajo.
El potencial de Higgs (cuando µ2 < 0) conduce a un degeneramiento del vaćıo y a un valor
esperado del vaćıo (VEV) diferente de cero. Escogeremos el vaćıo tal que




















Este VEV diferente de cero es el que conduce al rompimiento espontaneo de simetŕıa, el aśı
llamado mecanismo de Higgs.
Ahora introducimos un nuevo campo con VEV igual a cero6
Φ̃ ≡ Φ− 〈Φ〉0, (D-52)
es decir, Φ = 〈Φ〉0 + Φ̃ ≡ Φ. Aśı, el campo Φ̃ puede ser pensado como una perturbación









El campo H es entonces un campo desplazado originado del campo Φ̃.
Expandiendo el lagrangiano de Higgs (D-43) se obtiene
L FRH =




















6Un cálculo trivial da 〈Φ̃〉0 = 〈Φ− 〈Φ〉0〉0 = 〈Φ〉0 − 〈〈Φ〉0〉0 = 〈Φ〉0 − 〈Φ〉0 = 0.
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Expandiendo términos se obtiene
L FRH =
∣∣∣∣ 1√2∂µHχ− + ig12
(√











∣∣∣∣2 − λ4 (H2 + 2vH)2
=
∣∣∣∣ 1√2∂µHχ− + ig 1√2W+µ 1√2(v +H)χ+
− i1
2
(g cos θW + g










∣∣∣∣2 − λ4 (H2 + 2vH)2 . (D-55)
Finalmente, usando la ecuación (D-27), la ecuación (D-55) se reduce a
L FRH =








Note que el campo Aµ desaparece del lagrangiano (D-56) debido a la condición (D-27).


















































El primer término del lado derecho es el término cinético para el bosón de Higgs. El segundo







ya que µ2 es un parámetro negativo espećıficamente introducido en el ME, su valor no está
conectado con otras cantidades medibles. Por lo tanto, el ME no proporciona una predicción
para el valor de la masa del Higgs, la cual debe ser determinada experimentalmente.














mA ≡ mγ = 0, (D-61)





























































Aqúı mW y mZ son las masas de los bosones gauge débiles, W
± y Z, respectivamente.
Uno dice entonces que los bosones gauge débiles se “comen” o absorben los correspondientes
bosones de Goldstone φ1, φ2, y φ3, y de éste modo adquieren masa via el mecanismo de
Higgs. El bosón gauge electromagnético, el fotón γ, permanece sin masa, mA = 0. De las










Los últimos resultados experimentales son (ver sección A.4): mW = (80,399 ± 0,023) GeV,
mZ = (91,1876± 0,0021) GeV, y sin2 θW = 0,23116± 0,00013.
Conectando el modelo GWS con el modelo electrodébil de Fermi, se encuentra la siguiente







donde GF = (1,16639 ± 0,00001) × 10−5 GeV−2 es la contante de acoplamiento de Fermi.
Usando (D-64) junto con la definición de las masas para los bosones W± (D-59), se obtiene




' 250 GeV. (D-65)
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D.1.4. El Lagrangiano de Yukawa
En el modelo GWS, las masas de los leptones surge como un resultado del mecanismo de
Higgs a través de la presencia de acoplamientos de Yukawa de los campos leptónicos con el
doblete de Higgs7. Para una generación de leptones, el Lagrangiano el cual es invariante bajo






donde Gl es una constante de acoplamiento adimensional llamada el acoplamiento de Yukawa.
Note que, ya que los neutrinos no tienen componente derecha en este modelo, estos serán
part́ıculas no masivas.









Reemplazando la ecuación (D-67) en la ecuación (D-66) aśı como las expresiones para L y
R, se obtiene








































el cual determina expĺıcitamente el acoplamiento entre leptones y escalares.
En la fase rota (con rompimiento espontáneo), se reemplaza la ecuación (D-53) en la ecua-
ción (D-66), es decir, se implementa el mecanismo de Higgs para dar masa a los leptones,
obteniéndose





















Se puede ahora identificar el coeficiente del primer término del lado derecho de la última





7Aunque aqúı sólo se habla de leptones, el mecanismo de Higgs funciona en general para todos los fermiones.
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Note que la constante de acoplamiento es directamente proporcional a la masa del leptón
cargado.
Por ejemplo, en el caso que l = e (electrón), se tiene gHee = me/v ∼ 2 × 10−6 o Ge =√
2me/v ∼ 3× 10−6.
D.1.5. Lagrangiano para fijar el gauge y de Faddeev-Popov
Al aplicar el rompimiento espontáneo de simetŕıa a la parte cinética del Lagrangiano de













lo cual hace que no sea muy clara la interpretación de que los bosones gauge adquieren masa
a costa de los bosones de Goldstone. Por otro lado, ya que estos términos son cuadráticos
en los campos, debeŕıan contribuir al propagador del campo gauge dañando aśı la renorma-
lizabilidad de la teoŕıa. Con el objetivo de eliminar los términos de mezcla, se hace uso de la
libertad que se tiene para elegir cualquier gauge sin alterar los cálculos de cantidades f́ısicas,
lo cual se manifiesta en el Lagrangiano con un término adicional que depende del gauge.
para una teoŕıa como la electrodinámica, el gauge se fija como [262]: L = − ξ
2
(∂µAµ). En
el caso de teoŕıas gauge con rompimiento espontáneo de simetŕıa y campos masivos, t’Hooft
propuso fijar el gauge de forma tal que los términos de (D-72) se cancelen y la teoŕıa sea
renormalizable. Para el modelo electrodébil GWS, el Lagrangiano que fija el gauge es (ver



















En la fase electrodébil no rota, dichos términos de mezcla no se presentan, ya que el valor










cuando ξ → 1, se tiene el gauge de Feynman con el cual se trabaja en la mayoŕıa de art́ıculos
cient́ıficos. El Lagrangiano (D-73) modifica los propagadores vectoriales según el parámetro
ξ, por lo que los propagadores correspondientes a los bosones electrodébiles dependen del
gauge escogido. En general para el gauge ξ, el propagador vectorial toma la forma:
iD(B)µν (p) = −
i




p2 −m2B/ξ + iε
]
. donde B = A,Z,W±. (D-75)
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En general, las escogencia del gauge puede llevar a nuevas interacciones que envuelven par-
t́ıculas no f́ısicas [264], pero que son irrelevantes para esta tesis.
El Lagrangiano de Faddeev-Popov describe los llamados campos fantasmas, necesarios para
una adecuada cuantización funcional. Este Lagrangiano no es relevante para esta tesis y por
lo tanto no se tendrá en cuenta.
D.2. Lagrangianos efectivos a bajas enerǵıas de corriente
cargada y corriente neutra
La enerǵıa envuelta en la mayoŕıa fenómenos bajo estudio en f́ısica de altas enerǵıas expe-
rimental es mucho mas pequeña que las masas de los bosones gauge W y Z, los cuales son
del orden de 100 GeV (ver sección A.4). Por ejemplo, la enerǵıa envuelta en el decaimiento
de una part́ıcula está dada por su masa, y todas las part́ıculas, excepto las que contienen
quarks top, tienen masas mucho mas pequeñas que 100 GeV. En estos procesos de bajas
enerǵıas, los propagadores de los bosones gauge en el espacio de momentum (ver subsección








Por lo tanto, las ĺıneas internas de bosones gauge en los diagramas de Feynman que re-
presentan procesos a bajas enerǵıas pueden ser contráıdas a un punto. En el caso de los
procesos de CC, esta contracción conduce a una interacción efectiva de 4 ramas descrita por
el Lagrangiano






donde las corrientes j†Wµ y j
µ
W están dadas por la ecuación (D-19).
Veamos la prueba de esto: a bajas enerǵıas, el término de masa del bosón W±µ es quien
domina sobre los demás términos del sector del Lagrangiano electrodébil GWS en donde el
bosón W±µ participa, de modo que la contribución efectiva del bosón W puede escribirse para
la generación (l, νl) de la forma:









PLl + l /W
−
PLνl). (D-78)
Teniendo en cuenta las ecuaciones de Euler-Lagrange8, las ecuaciones de campo para el bosón
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Figura D-1. Contracción del propagador del bosón gauge W en un proceso genérico de CC.














Por lo tanto, el Lagrangiano efectivo se puede escribir de la siguiente manera:
L (CC)eff = −
g2
8m2W






demostrándose aśı la expresión (D-77). Siguiendo el mismo procedimiento, el Lagrangiano
efectivo asociado a los procesos de CN queda escrito como:




donde la corriente jµZ esta dada por la ecuación (D-31).
A partir de estos Lagrangianos efectivos se puede corroborar que efectivamente el ĺımite
a bajas enerǵıas se obtiene al contraer a un punto las ĺıneas internas de bosones gauge
en los diagramas de Feynman; en decir, estos Lagrangianos muestran procesos elásticos de
interacción débil en donde la transferencia de momentum entre el estado inicial y el estado
final es despreciable frente a la masa del bosón gauge. En las Figuras D-1 y D-2 se muestra
la esquematización de lo antes dicho.
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Figura D-2. Contracción del propagador del bosón gauge Z en un proceso genérico de CN.
D.3. El Lagrangiano electrodébil completo
Como se dijo en la sección D.1, el Lagrangiano del modelo electrodébil GWS, el cual es
invariante gauge ante el grupo de transformaciones SU(2)L × U(1)Y , esta dado por:
LGWS = LL + LYM + LH + LY + LG + LFP
siendo LL el Lagrangiano de leptones (una generación), LYM el Lagrangiano de Yang-Mills
el cual contiene los términos cinéticos y los auto-acoplamientos de los bosones gauge, LH el
Lagrangiano de Higgs el cual genera el rompimiento el rompimiento espontáneo de simetŕıa,
LY el Lagrangiano de Yukawa el cual genera la masa leptónica, LG el Lagrangiano de Fijar
el Gauge y LFP el Lagrangiano de Faddeev-Popov. Para los objetivos de este trabajo, los
Lagrangianos LG y LFP no son relevantes y por lo tanto no se considerarán.
Primero que todo, establezcamos la notación a usar:
Aµ: es el campo electromagnético (fotón)
W+µ , W
−
µ , Zµ: son los bosones vectoriales cargados y neutro de las interacciones débiles.
φ+, φ−: son los campos fantasmas cargados de Higgs.
H: es el campo escalar del bosón de Higgs.
l, νl, l = e, µ, τ : son las tres generaciones de leptones.
f , f = l, νl.
F µνB ≡ ∂µBν − ∂νBµ, B = W,Z.
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ν − FW−µνAµW ν+ + F µνW−µ W+ν
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ν)− (W µ+W−µ )(AνAν)
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ν) + (W−µ Z
µ)(W+ν A































































2 + φ23 + 2φ






















H4 + φ43 + 4φ













































2 lφ−PLνl + lHl + ilφ3γ5l +Hll)−mlll.
Las valores numéricos de las cantidades mW , mZ , θW , e y ml (l = e, µ, τ) se muestran en
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la sección A.4. El valor numérico de la constante de acoplamiento g, está relacionado con
el valor numérico de la constante de estructura, el cual se encuentra también en la sección
A.4, de la siguiente manera: g2/4π = α/ sin2 θW . La masa del Higgs, mH , sólo tiene un ĺımite
inferior conocido: mH > 114 GeV.
D.4. Reglas de Feynman
1. Asociar momentos externos a todas las ĺıneas externas y L momentos internos a los L
lazos. Determinar los momentos de las ĺıneas internas de modo que el cuadri-momentum
se conserve en cada vértice.
2. Un propagador térmico bosónico iD(φ)(p) por cada ĺınea interna de un bosón escalar .
3. Un propagador térmico bosónico iDµν(B)(p) por cada ĺınea interna de un bosón vectorial.
4. Un propagador térmico fermiónico iS(f)(p) por cada ĺınea interna de un fermión.





por cada loop cerrado.
7. Una traza y un factor de -1 por cada loop cerrado fermiónico cerrado.
8. Cada diagrama se divide por un factor de simetŕıa S, según el número de permutaciones
de las ĺıneas (número de contracciones distintas).
D.4.1. Propagadores de part́ıcula libre
(ξ → 1 es el gauge de Feynman, ξ →∞ es el gauge de Landau y ξ → 0 es el gauge unitario).
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D.4.2. Vértices relevantes
En esta subsección se muestran algunos vértices del modelo GWS, los cuales son relevantes
para el cálculo de la relación de dispersión del neutrino en un medio (ver apéndice H).
Para la obtención de los siguientes vértices hay que tener en cuenta que a cada factor de
interacción en los Lagrangianos, hay que multiplicarlo por el factor imaginario i, que surge




Como ejemplo del término de masa de Dirac-Majorana discutido la subsección 5.3.1, con-
sideremos el caso de una generación. Para este caso, se tiene que la matrix de masa de












Tr(M)12 + M (E-2)












Diagonalizando la matriz M en la ecuación (E-3) a través de la relación unitaria M0 =
OTMO, donde O es una matriz ortogonal dada por
O =
(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ
)
, (E-4)





(mL −mR)2 + 4m2D. (E-5)







(mL −mR)2 + 4m2D. (E-6)
Cabe notar que la diagonalización hecha a la matriz M no nos asegura que los valores
propios de la matriz M dados por (E-6) sean estrictamente positivos, de modo que no es
posible interpretarlos como masas f́ısicas; por esta razón se introduce m′i = ηimi (i = 1, 2),
donde ηi ≡ sgn m′i y mi ≡ |m′i|.
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El escenario mas interesante e importante que se presenta en el término de masa de Dirac-





(η1 = −1), (E-7)
m2 ' mR (η2 = 1). (E-8)
Las ecuaciones (E-7) y (E-8) son las conocidas formulas “see-saw”.
Un caso interesante es cuando
mD ∼ v ' 250 GeV (escala electrodébil),
mR ' 1016 GeV (escala de gran unificación),





 1 =⇒ θ ≈ mD
mR
 1, (E-9)
mientras que los valores propios de la matriz M se reducen a:
m1 ∼ 6× 10−3 eV y m2 ∼ 10× 1016 GeV. (E-10)
El anterior escenario es conocido como el mecanismo see-saw (balanćın es español) y es capaz
de generar el espectro de masas para los neutrinos teniendo en cuenta la gran discrepancia
entre las masas de distintas generaciones. Para el caso de tres generaciones, este mecanismo
genera un orden jerárquico para las masas mi, en función de la jerarqúıa existente entre
las masas de los correspondientes leptones o quarks de la misma generación, ya sea v́ıa el
mecanismo see-saw lineal :







o por el mecanismo see-saw cuadrático:
m1 : m2 : m3 = (m
D
1 )
2 : (mD2 )
2 : (mD3 )
2 (E-12)
conduciendo al ordenamiento
m1  m2  m3 (E-13)
para los campos de Majorana νiL[135]; además se este ordenamiento, este mecanismo explica
la razón por la cual las masas de los neutrinos es tan pequeña comparada con la de los
leptones de sus respectivas generaciones, según la expresión E-11.
F. Descripciones teóricas de oscilaciones
de neutrinos
F.1. Descripción teórica de paquetes de onda de
oscilaciones de neutrinos
En la sección (6.1.1), se mostró la derivación de las probabilidades de oscilación de neutrinos
en el formalismo básico de onda plana de Pontecorvo, en el cual se necesitaron tres hipótesis,
de las cuales solamente la tercera (III) está motivada f́ısicamente. Además de estas hipóte-
sis también se asumió expĺıcitamente que los neutrinos están descritos por ondas planas con
cuadri-momentum bien definidos, con lo cual por el principio de incertidumbre de Heisenberg
se tiene que si se conoce con completa precisión el momentum (tri-momentum) del neutrino,
la posición es absolutamente desconocida. Evidentemente, esto no es cierto en el caso de las
oscilaciones de neutrinos ya que el lugar donde se crea el neutrino es, en algún grado, conoci-
do. Por tanto, el desarrollo con ondas planas muestra la imposibilidad de imponer condiciones
de frontera de manera lógica. Por otro lado, ya que los neutrinos se crean mediante procesos
de interacción débil, estos deben tener una anchura tanto en la enerǵıa como en el momen-
tum, relacionada con las secciones eficaces de estas interacciones. Por ende, lo anterior induce
a pensar que es necesario hacer un tratamiento de las oscilaciones teniendo en cuenta que los
neutrinos se describen por paquetes de onda1. Modelos detallados de paquetes de onda de
oscilaciones de neutrinos, en donde cabe resaltar que están libres de las tres hipótesis listadas
en la sección 6.1.1, se han desarrollado y se pueden dividir en dos categoŕıas: en la aproxima-
ción de paquetes de onda intermedios [217, 218, 268, 269, 270, 271, 272, 221, 273, 274, 206]
y externos [275, 276, 277, 278, 279, 280, 281, 282]. De estos modelos cabe resaltar el de
C. Giunti [221], el cual desarrolló un modelo de oscilaciones de neutrinos en el marco de
la teoŕıa cuántica de campos en el cual los neutrinos que se propagan y las part́ıculas que
participan en los procesos de producción y detección son descritos por paquetes de onda.
1Recuerde que la teoŕıa cuántica dice que part́ıculas localizadas son descritas por superposiciones de ondas
planas conocidas como paquetes de onda.
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, α, β = e, µ, τ, . . . . (F-1)
donde Losc.ba y L
coh.











En las formulas anteriores ξ es un vector que depende del proceso de producción de los
neutrinos y σx es la incertidumbre total en el espacio de los procesos de interacción que dan
origen a la producción y detección de los neutrinos.
Note que cuando2 σx  Losc.ab y L Lcoh.ab , se llega nuevamente a las formulas de Pontecorvo
(mecánica cuántica) para oscilaciones de neutrinos dadas por la ecuación (6-24).
En aplicaciones practicas, el tratamiento de paquetes de onda puede ser despreciado, debido
a que las probabilidades de transición en la ecuación (F-1) no se pueden distinguir de la
probabilidades de transición con ondas planas en la ecuación (6-36) promediadas sobre la
distribución gaussiana L/E en la ecuación (6-38). De hecho, en este caso las probabilidades


























Si la incertidumbre σL/E es proporcional al promedio 〈L/E〉, el comportamiento de la pro-
babilidad promediada en la ecuación (F-3) como una función de 〈L/E〉 es idéntico al com-








, el cual se le conoce en la literatura como término de localización
[5], puede ser despreciado en experimentos reales de oscilación de neutrinos [269, 222, 216]).
Finalmente, es importante decir, como se explica en [269], que si no se tiene control de
los procesos de producción y detección de neutrinos, no habŕıa ningún efecto extra en las
oscilaciones proveniente del tratamiento de paquetes de onda, pero si por el contrario, se
tiene un buen control de los procesos de producción y detección, es posible que se produzca
una supresión de las oscilaciones debido a efectos de paquetes de onda.
2La condición σx  Losc.ab significa que los procesos de producción y detección de neutrinos están localizados
en regiones del espacio-tiempo mucho mas pequeñas que la longitud de oscilación Losc.ab . En la practica
esta condición se cumple en todos los experimentos de neutrinos.
La condición L Lcoh.ab significa que la distancia que atraviesan los neutrinos desde el proceso de produc-
ción hasta el proceso de detección es mucho mas pequeña que la distancia de coherencia Lcoh.ab . En general,
esta condición no siempre se satisface y por lo tanto puede conducir a una supresión de las oscilaciones.
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F.2. Descripción teórica de campos cuánticos de
oscilaciones de neutrinos
Otra descripción consistente para el estudio de oscilaciones de neutrinos es la que ofrece la
teoŕıa cuántica de campos. En el marco de estudio de esta teoŕıa se han realizado una gran
cantidad de trabajos en la descripción de oscilaciones de neutrinos [283, 284, 285, 286, 287,
288, 289, 290, 291, 292]. De estos trabajos cabe resaltar el de M. Blasone et al. [285], los
cuales derivaron formulas exactas para las oscilaciones de neutrinos usando el formalismo de
la función de Green para neutrinos mezclados. Ellos encontraron las siguientes probabilidades
de transición para dos sabores de neutrinos:
Pνe→νe(p, t) = 1− sin2 2ϑ
(
|U(p)|2 sin2 E2(p)− E1(p)
2






































2, a = 1, 2. (F-8)
Note que en el ĺımite relativista |p|  √m1m2, |U(p)|2 → 1 y |V(p)|2 → 0. Por lo tanto, en
el ĺımite relativista se llega nuevamente a las formulas de Pontecorvo (mecánica cuántica)
para oscilaciones de dos sabores de neutrinos dadas por las ecuaciones (6-46) y (6-47).
Es interesante el hecho que las formulas mecánico cuánticas se obtienen en el ĺımite relativista,
ya que usualmente la mecánica cuántica no es valida en este ĺımite. La razón para esto, sin
embargo, es que los neutrinos pueden ser descritos por estados mecánico cuánticos en el
ĺımite relativista.
G. Transformaciones CPT , CP y T
Neutrinos y antineutrinos están relacionados por una transformación CP la cual intercambia
neutrinos por antineutrinos e invierte la helicidad [5]:
να
CP←→ να. (G-1)
Por otra parte, una transformación T intercambia los estados inicial y final. Por lo tanto,
como se esquematiza en la Figura G-1, una transformación CP intercambia los canales
να → νβ y να → νβ,
να → νβ
CP←→ να → νβ. (G-2)
Una transformación T intercambia los canales να → νβ y νβ → να,
να → νβ
T←→ νβ → να, (G-3)
o los canales να → νβ y νβ → να,
να → νβ
T←→ νβ → να. (G-4)
Finalmente, una transformación CPT intercambia los canales
να → νβ
CPT←→ νβ → να. (G-5)
G.1. Transformación CPT
si CPT se conserva, se tiene que
Pνα→νβ = Pνβ→να . (G-6)












L, α, β = e, µ, τ, ..., (G-7)
la cual coincide con Pνα→νβ en la ecuación (6-24). La igualdad en la ecuación (G-6) también
se verifica fácilmente notando que la probabilidad en la ecuación (G-7) es invariante bajo
150 G Transformaciones CPT , CP y T
Figura G-1. Esquema de las transformaciones CP , T y CPT que relacionan diferentes
canales de transición de sabor.
una transformación CP (νβ → να ⇒ νβ → να) la cual cambia U  U∗, seguida de una
transformación T (νβ → να ⇒ να → νβ) la cual cambia α β.
Un caso especial de la igualdad en (G-6) es la igualdad de las probabilidades de supervivencia
de neutrinos y antineutrinos, es decir,
Pνα→να = Pνα→να , (G-8)
la cual tiene importantes implicaciones fenomenológicas.
Es posible que puedan haber pequeñas violaciones de la simetŕıa CPT . Experimentos de







Si CP se conserva, entonces la matriz de mezcla U es real, es decir, U∗αa = Uαa y Jabαβ ∈ R, y
se puede formular el siguiente corolario [132]:
Corolario 2. Si el Teorema 1, de la subsección 6.1.1, es valido y CP se conserva (U es
real), entonces las probabilidades de transición están dadas por











, α, β = e, µ, τ, .... (G-10)
Además, si la matriz de mezcla U es real, entonces se tiene que
P CPνβ→να = P
CP
να→νβ , α, β = e, µ, τ, .... (G-11)
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También, combinando las ecuaciones (6-30) y (G-11), se encuentra que
P CPνα→νβ = P
CP
να→νβ , α, β = e, µ, τ, .... (G-12)
En orden a estudiar efectos de violación-CP en oscilaciones de neutrinos, las formulas de la




























Note que la ecuación (G-14) no es la misma formula que aparece en el Corolario 2. Se















|P /CPνα→νβ | ≤ P
CP
να→νβ .








tal que 0 ≤ |aCPαβ | ≤ 1 (lo cual se deriva de las anteriores condiciones). Cuando no hay
violación-CP , entonces aCPαβ = 0, lo cual es el caso, por ejemplo, cuando U es real.
G.3. Transformación T
Si CPT es una simetŕıa de la naturaleza, la violación de la simetŕıa CP implica la violación
de la simetŕıa T , la cual intercambia los estados inicial y final en las oscilaciones de neutrinos
(ver las ecuaciones (G-3) y (G-4) y la Figura G-1), como en otros procesos. En experimentos
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La relación CPT en (G-6) implica que
aTαβ = −aTαβ = aCPαβ . (G-19)
En este caso, midiendo una asimetŕıa-CP es equivalente a medir una asimetŕıa-T . En orden
a medir violaciones T , se deben realizar experimentos de oscilaciones de neutrinos que sean
sensibles al comportamiento oscilatorio de las probabilidades de transición de sabor.
H. Relación de dispersión de neutrinos
en un medio
En este apéndice se calcula la relación de dispersión (o equivalentemente el potencial efectivo)
de un neutrino de cualquier sabor propagándose a través de un medio compuesto de leptones
cargados, nucleones y neutrinos, siguiendo el trabajo previo de Juan Carlos D’Olivo et al.
[50]. También se muestra el resultado espećıfico, de interés para esta tesis, para un medio
compuesto de neutrones, protones y electrones.
H.1. Auto-enerǵıa del neutrino
Las propiedades de un neutrino que se propaga a través de un medio se determinan de la
ecuación de Dirac, la cual en el espacio de momentum es
[ /K − Σeff]ψ = 0 (H-1)
Aqúı Kµ es el momentum del neutrino y Σeff es la auto-enerǵıa del neutrino, la cual incluye
los efectos del medio. La quiralidad implica que la auto-enerǵıa de un neutrino (de mano
izquierda) es de la forma
Σeff = PR Σ PL, (H-2)
donde PR y PL son los operadores proyección derecho e izquierdo respectivamente y están




Los diagramas que entran en el cálculo de la auto-enerǵıa del neutrino, en un gauge ξ, se
muestran en la Figura 6-3, donde l representa uno de los sabores leptónicos e, µ, o τ . Para el
propósito de este trabajo será suficiente calcular Σ hasta términos de orden g2/m4W . Debido
a esto es necesario incluir el diagrama que incluye el escalar cargado no f́ısico de Higgs, como
también las correcciones dependientes del gauge de la Figura 6-3-(a).
Nos restringiremos a situaciones f́ısicas en las cuales la temperatura es baja comparada con
las masas de los bosones W y Z (como es el caso en una EN). Esto implica que en el medio
no están presentes los bosones W y Z, y por lo tanto sus propagadores pueden ser tomados
a ser los mismos que en el vaćıo (ver subsección D.4.1), es decir,
iDµν(B)(q) = −
i
q2 −m2B + iε
[
gµν − (1− 1/ξ)q
µqν
q2 −m2B/ξ + iε
]
, (H-3)
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donde mf es la masa del fermión y la temperatura del medio se introduce a través de la





η(p · u), (H-6)
con
η(p · u) = θ(p · u)Ff (p · u) + θ(−p · u)Ff̄ (−p · u). (H-7)
Las funciones de distribución de Fermi-Dirac para fermiones Ff y para anti-fermiones Ff̄ son
Ff,f̄ (p · u) =
1
e(p·u∓µf )/T + 1
, (H-8)
donde T es la temperatura y µf es el potencial qúımico.
Veamos primero las contribuciones a la auto-enerǵıa de las Figuras 6-3 (a) y 6-3 (b), las
cuales denotaremos por ΣW y Σφ, respectivamente, y que están dadas por
1






DµνW (p−K)γµL S(p)γνL, (H-9)








Ambas cantidades tienen una parte que es independiente del medio (parte imaginaria) y es
la misma que en el vaćıo y otra que depende del medio (parte real) la cual surge del segundo
termino del propagador fermiónico dado en (H-4). En lo que sigue sólo nos restringiremos a
la parte real de Σeff, debido a que la parte imaginaria sólo renormaliza la función de onda y
no contribuye a la relación de dispersión [50].
Tomando sólo la parte real de las expresiones (H-9) y (H-10), se obtiene



















1Note que aqúı se aplican los mismos vértices a temperatura cero dados en la subsección D.4.2, debido a
que estos representan una interacción microscópica en la cual el promedio estad́ıstico y el concepto de
temperatura pierde sentido. El sistema estad́ıstico y la temperatura se encuentran en los propagadores
térmicos internos. Por lo tanto, las ĺıneas internas son las que contienen el efecto del sistema sobre el
propagador de una part́ıcula.
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Por conveniencia permı́tanos definir Re ΣW ≡ Σ̃W y descomponer la suma Σ̃W + Σ̃φ hacia
dos partes, es decir
Σ̃W + Σ̃φ = Σ̃0 + Σ̃ξ, (H-13)
donde Σ̃ξ depende de ξ y Σ̃0 no.
Por otra parte, de la ecuación (H-3) se tiene que el propagador W se escribe de la siguiente
manera
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donde las cantidades definidas como A y B se escriben de la siguiente manera
A = 2m2W/p+ (p2 − /K/p)(/p− /K),
= 2m2W/p+ p
2
/p− 2p2 /K + /K/p /K,
= 2m2W/p+ p
2
/p− 2p2 /K + 2k · p /K −K2/p,
= (2m2W + p
2 −K2)/p+ 2(K · p− p2) /K, (H-20)
y
B = −(p2/p− 2p2 /K + 2k · p /K −K2/p) +m2l /p,
= (K2 − p2 +m2l )/p+ 2(p2 −K · p) /K. (H-21)










































Es realmente dif́ıcil evaluar Q(λ) y P(λ) en general, pero ya que estamos interesados en
conservar términos hasta orden m−4W , entonces expandimos el denominador en las ecuaciones





















































η(p · u)pµ, (H-27)
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y la función J
(l)

















Ff (E) + (−1)nFf̄ (E)
]
, (H-28)
para cualquier fermión f en el medio. La segunda linea de la ecuación (H.1) es obtenida
evaluando la integral en el marco en reposo del medio, donde uµ = (1, 0, 0, 0) y pµ = (E,p)
con E = (p2 +m2f ).

























Note que Iµ es manifiestamente covariante y sólo depende del vector uµ. Por lo tanto, es
proporcional a uµ, con el factor de proporcionalidad determinado por la contracción de la
ecuación (H-27) con uµ. Aśı, se obtiene que
Iµ = J
(l)




















































η(p · u)pµpν . (H-34)
Para evaluar Iµν , note que éste debe ser de la forma
Iµν = Agµν +Buµuν . (H-35)
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Contrayendo ésta expresión con gµν y uµuν , se obtiene
Iµµ = Ag
µνgµν +Bg
µνuµuν = 4A+B, (H-36)
uµuνIµν = Au
µuνgµν +Bu
µuνuµuν = A+B. (H-37)





























































Ahora que las expresiones expĺıcitas para Q(λ) y Pµ(λ) se han derivado a orden m−4W , pueden
ser reemplazadas en las ecuaciones (H-22) y (H-23) para encontrar Σ̃0 y Σ̃ξ.
Por otro lado, Σ̃ puede ser expresada como [293, 294]
Σ̃ = −a /K − b/u, (H-41)
donde a y b son funciones invariantes de Lorentz. Estas funciones dependen de los escalares
de Lorentz ω y k definidos por ω ≡ K · u y k ≡ [(K · u)2 −K2]1/2.



























Ambas Σ̃0 y Σ̃ξ son de la forma dada en la ecuación (H-41). Por lo tanto, las funciones a y
b pueden también ser descompuestas hacia una parte independiente del gauge y una parte
dependiente del gauge como sigue:
a = a0 + aξ y b = b0 + bξ. (H-44)
Utilizando las ecuaciones (H-42) y (H-43) y las expresiones encontradas para Σ̃0 y Σ̃ξ, se
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2GF , y GF es la constante de acoplamiento de Fermi. El exponente
(CC) en los coeficientes de a y b en las ecuaciones anteriores es usado para indicar que estas
son las contribuciones que surgen de los diagramas de corriente-cargada (intercambio-W),
entendiéndose que la contribución del diagrama con el bosón de Higgs se ha incluido.
Ahora, veamos las contribuciones de los diagramas de corriente neutra (intercambio-Z). El
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donde gfV y g
f
























El cálculo del diagrama de la Figura 6-3-(c), es idéntico al de la Figura 6-3-(a), con los
siguientes reemplazos






Los resultados para los coeficientes a(Z) y b(Z) pueden encontrarse directamente de la ecuación
(H-45) con las anteriores sustituciones, ya que el diagrama con el bosón de Higgs no f́ısico,























































ξ(ω2 − k2)J (νl)1 .
(H-49)
Para el diagrama de tadpole, Figura 6-3-(d), su contribución a la auto-enerǵıa está dado por























































2 −m2f )η(p · u), (H-51)
donde en la segunda linea se ha tenido en cuenta que mW = mZ cos θW . Ya que el bosón Z






ξ = 0. (H-52)
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donde se ha considerado la contribución de las diferentes especies fermiónicas presentes en
el medio.
































































ξ(ω2 − k2)J (νl)1 .
(H-54)
En particular, la suma en la fórmula para b
(CN)
0 puede incluir contribuciones de neutrinos de












y similarmente para aξ y bξ.
H.2. Relación de dispersión
En esta sección se prueba que la relación de dispersión, o, equivalentemente, el potencial
efectivo, del neutrino es independiente del parámetro gauge ξ. La prueba se sigue de [50].
Usando la ecuación (H-41), la ecuación de Dirac para el neutrino, ecuación (H-1), tiene
soluciones no triviales sólo para valores de ω y k tales que
V 2 = 0, donde Vµ ≡ (1 + a)Kµ + buµ. (H-56)
La ecuación (H-56) puede ser escrita como
f(ω)f̄(ω) = 0, (H-57)
donde
f(ω) = (1 + a)(ω − k) + b, y f̄(ω) = (1 + a)(ω − k) + b. (H-58)
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Por lo tanto las dos soluciones son obtenidas resolviendo
f(ωk) = 0, y f̄(−ω̄k) = 0, (H-59)
donde ωk y ω̄k son identificadas como las enerǵıas del neutrino y antineutrino, respectiva-
mente. Note que, en general ωk 6= ω̄k; es decir, el neutrino y el antineutrino tienen diferentes
relaciones de Dispersión.
Es conveniente escribir
f = f0 + fξ, (H-60)
donde
f0 = (1 + a0)(ω − k) + b0, y fξ = aξ(ω − k)− bξ. (H-61)
La condición para que ωk sea independiente gauge es que ambas f0 y fξ desaparezcan en
ω = ωk. En este caso, aunque el propagador del neutrino tiene una parte dependiente del
gauge, la posición del polo es independiente del gauge.
De la condición
f0(ωk) = 0, (H-62)
se obtiene una ecuación cuadrática para ωk que puede ser resuelta expĺıcitamente. Conser-
vando sólo los términos que son consistentes con el orden que estamos trabajando, la relación
de dispersión se reduce a









donde b0(k) es el valor de b0 en ω = k. Queda por mostrar que fξ(ωk) es cero, por lo menos al
orden de nuestro calculo. De acuerdo a la última ecuación, ωk − k es una cantidad de orden














lo que implica que fξ(ωk) también es de orden g
4/M6W . Un resultado similar se encuentra
para el anti-neutrino, para el cual









Aśı, se concluye que la relación de dispersión es independiente del gauge, aunque la auto-
enerǵıa no.
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H.3. Potencial efectivo
El potencial efectivo que experimenta el neutrino cuando se propaga a través del medio,
puede ser identificado substrayendo la enerǵıa cinética del neutrino en el vaćıo [233], es
decir,
ωk = k + Vνl . (H-67)
De acuerdo a la definición anterior, es claro de la ecuación (H-63) que Vl coincide con −b0 sólo
a bajo orden. En general, Vl recibe contribuciones de a0. En altos ordenes estas contribuciones
tienen que ser incluidas para obtener un resultado independiente del gauge.




0 , dados en las ecuaciones (H-45) y (H-54),
hacia las relaciones de dispersión para el neutrino y antineutrino, ecuaciones (H-63) y (H-66),










































En esta formula el signo superior (inferior) se refiere al neutrino (anti-neutrino).
Para neutrinos propagándose a través de un medio compuesto de npe (como una EN), el
potencial efectivo se puede escribir de la siguiente manera:
Vνe ' ±
√
2GF [(1 + g
e
V )ne + g
n







V ne + g
n
V nn + g
p
V np] . (H-70)
I. Detalles técnicos de algunos cálculos
I.1. Ecuaciones a resolver para el neutrino (caṕıtulo 6)
La ecuación de dispersión del neutrino está dada por:
det( /K − Σ̃) = 0, (I-1)
donde Σ̃ es la auto-enerǵıa, ecuación (H-41), y está dada por:
Σ̃ = −(a /K + b/u). (I-2)
Reemplazando (I-2) en (I-1) se tiene:
det[(1 + a) /K + b /U ] = 0,
[(1 + a) /K + b/u][(1 + a) /K + b/u] = 0,
(1 + a)2K2 + 2(1 + a)bKµuµ + b
2uµuµ = 0. (I-3)
En el marco en reposo del medio se tiene que uµ = (1,0,0,0), por lo tanto la ecuación (I-3)
queda de la siguiente manera
(1 + a)2K2 + 2(1 + a)bw + b2 = 0, (I-4)
la cual puede ser reescrita aśı:
f(w)f(w) = 0, (I-5)
donde
f(ω) = (1 + a)(ω − k) + b, y f̄(ω) = (1 + a)(ω − k) + b. (I-6)
Estas son las dos ecuaciones mostradas en (H-58) y las cuales deben ser resueltas para
encontrar la relación de dispersión del neutrino a temperatura finita .
I.2. Funciones invariantes de Lorentz (caṕıtulo 6)
A partir de la forma general de la auto-enerǵıa, ecuación (H-41), puede hallarse la forma
funcional de las funciones invariantes de Lorentz a y b.
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Partiendo de:
Σ̃ = −(a /K + b/u),
y multiplicando por /K y /u, se tiene que
Tr( /KΣ̃) = −aTr( /K /K)− bTr( /K/u), (I-7)
y
Tr( /KΣ̃) = −aTr( /K /K)− bTr( /K/u). (I-8)
Teniendo en cuenta que Tr( /A/B) = 4gµνAµBν (ver apéndice I) se obtiene que
Tr( /KΣ̃) = −a(4gµνKµKν)− b(4gµνKµuν) = −4(aK2 + bw), (I-9)
y
Tr( /KΣ̃) = −a(4gµνuµKν)− b(4gµνuµuν) = −4(aw + bw), (I-10)
donde se ha utilizado que w = uµKµ, 1 = u
µuµ y K
2 = KµKµ. Finalmente, sumando y



























que corresponden a las expresiones (H-42) y (H-43).
I.3. Probabilidad de transición en el vaćıo (caṕıtulo 6)





Reemplazando ψa(x) = e










Reemplazando la ecuación (I-14) en la definición de la amplitud de probabilidad de transición
dada por la ecuación (6-17), se tiene











ipa·(x′−x) ≡ Aαβ(x′ − x), (I-15)
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es decir, Aαβ es solo una función del intervalo espacio-temporal x′ − x. Del item 2b del
Teorema 1 los puntos espacio-temporales son x ≡ (t,x) = (t, x1, 0, 0) y x′ ≡ (t′,x′) =
(t′, x′1, 0, 0) y cuadrivector enerǵıa-momentum es pa ≡ (Ea,pa) = (t, pa, 0, 0), donde Ea =√
m2a + p
2
a, lo cual “simplifica” la ecuación (I-15) en




−i[pa(x′1−x1)−Ea(t′−t)] ≡ Aαβ(x′1 − x1, t′ − t). (I-16)
Usando el tercer item del Teorema 1, se obtiene












Además, usando los item 4a y 4b del Teorema 1, la ecuación (I-17) se reduce a







(t′−t) ≡ Aαβ(t′ − t). (I-18)
La ecuación (I-18) es la expresión final para la amplitud de probabilidad de transición.
Reemplazando la ecuación (I-18) en la definición de la probabilidad de transición (6-18) se
obtiene
Pνα→νβ(t





























donde Jabαβ ≡ U∗αaUβaUαbU∗βb son los parámetros de amplitud y ∆m2ab ≡ m2a − m2b son las
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De las anteriores relaciones para las diferencias de los cuadrados de las masas se puede
concluir que el numero de diferencias de cuadrados de las masas linealmente independientes
son n− 1.
Sin perdida de generalidad, el item 4b del Teorema 1 puede ser usado nuevamente para
escribir
t′ − t ' x′1 − x1 ≡ L, (I-20)
donde L es la longitud de camino (propagación) de los neutrinos. Aśı,















i∆ab , α, β = eµ, τ, . . . . (I-21)
La ecuación (I-21) puede ser reescrita de muchas maneras útiles, las cuales son convenientes


























































































(=Jabαβ) sin ∆ab, (I-22)
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o


















































































(=Jabαβ) sin ∆αβ, (I-23)
lo cual es lo que se queŕıa probar.
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I.4. Hamiltoniano efectivo en la materia (caṕıtulo 6)
Utilizando el Hamiltoniano en el vaćıo dado por la ecuación (6-93), se tiene que el Hamilto-













− cos 2ϑ sin 2ϑ
















− cos 2ϑ sin 2ϑ



















































−∆m2 cos 2ϑ+ ACC ∆m2 sin 2ϑ
∆m2 sin 2ϑ ∆m2 cos 2ϑ− ACC
)
,
la cual es la expresión que se presenta en la ecuación (6-95).
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2002.
[263] J.I Kapusta y Charles Gale. Finite-Temperature Field Theory: Principles and Appli-
cations, 2da edición. Cambridge University Press, New York, 2006.
[264] J.F Gunion et al. The Higgs Gunter’s Guide. Addison-Wesley, 1990.
[265] B. Hatfield. Quantum Field Theory of Point Particles and Strings. Addison-Wesley,
1992.
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